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Проблемы числовых оценок неравенства 
Цель данной работы – сопоставление недостатков распро-
странённых индексов неравенства, проявляющихся при работе 
с реальными (т.е. заведомо неполными) данными и поиск аль-
тернативных методов количественного описания неравенства, 
лишенных этих недостатков.
Методика исследования:
– рассмотрение широкого набора как можно более полных 
реальных данных о распределении населения по доходам, рас-
ходам, имуществу (т.е. данных об экономической структуре 
общества);
– вскрытие специфических недостатков реальных данных об 
экономической структуре общества, выяснение того, какая 
именно информация в них отсутствует или представлена 
непропорционально;
– сравнение значений наиболее широко применяемых индексов 
неравенства, вычисленных на реальных данных об экономической 
структуре, с целью установления пригодности этих показате-
лей для задач оценки неравенства. 
– разработка индекса неравенства, адекватно описывающего 
реальные экономические структуры общества.
Материалы, использованные в исследовании:
– официальные данные Росстат и Федеральной Налоговой 
Службы о доходах граждан России;
– данные специализированных сайтов объявлений о ценах на 
недвижимость и автомобили;
– данные Credit Suisse Research Institute о распределении граждан 
России по уровню имущества;
– данные «Форбс» о доходах и имуществе богатейших людей 
России. 
Показано, что данные о доходах существенно неполны и от-
рывочны – известна ширина диапазона доходов (т.е. доход 
самого богатого члена общества), но неизвестно наполнение 
богатых когорт, поскольку доходы богатейших членов общества 
скрываются.
 Предложены критерии, которым должен соответствовать 
индекс неравенства:
– возможность вычисления индекса неравенства при произ-
вольном квантовании;
– неизменность значения индекса неравенства при различном 
квантовании одних и тех же данных;

– чувствительность индекса к ширине диапазона доходов.
Для восьми распределений населения по доходам и имуществу 
построены аппроксимации степенной и экспоненциальной 
функциями, показана большая адекватность экспоненциальной 
аппроксимации;
Отмечено, что экспоненциальной функцией распределения 
хорошо описываются общества только с высоким социальным 
неравенством (интенсивность экспоненциального распределения 
больше 10).
Для указанных распределений населения вычислены индексы 
неравенства:
– децильный коэффициент фондов;
– коэффициент Джини;
– показатель Парето;
– показатели общей энтропии (нулевой, первый или индекс 
Тейла, второй);
– отношение максимального дохода (имущества) к модальному;
– интенсивность экспоненциального распределения.
Показано, что:
– значение показателя Парето не связано однозначно с нера-
венством;
– коэффициенты фондов (децильный, квинтильный и т.п.) 
невычислимы при произвольном квантовании, а потому непри-
годны при сопоставлении данных из различных источников, 
отличающихся квантованием;
– индекс Джини требует абсолютно полных данных о богатых;
– из всех рассмотренных критериев неравенства первые три 
показателя общей энтропии, а также отношение макси-
мального дохода (имущества) к модальному сильно зависят 
от квантования данных, а потому непригодны при сопо-
ставлении данных из различных источников, отличающихся 
квантованием;
Сделано заключение, что интенсивность экспоненциального 
распределения не обладает перечисленными недостатками и 
может быть рекомендована в качестве индекса неравенства. 

Ключевые слова: социальное неравенство; индекс Джини; индекс 
Тейла; показатель Парето; коэффициент фондов; распределе-
ние населения по доходам; интенсивность экспоненциального 
распределения

The purpose of this paper is to compare the shortcomings of the 
widely used inequality coefficients that appear when working with 
real (ie, knowingly incomplete) data and searching for alternative 
quantitative methods for describing inequalities that lack these 
shortcomings.
Research methods:
– consideration of an extensive range of as full as possible real data 
on the population distribution by income, expenditure, property (ie 
data on the economic structure of society);
– revealing the specific shortcomings of these data on the economic 
structure of society, finding out which information is missing or pre-
sented disproportionately;
– comparison of the values of the most widely used indices of in-
equality calculated on real data on the economic structure, with a 

view to establishing the suitability of these indicators for problems of 
inequality estimation;
– development of an index of inequality that adequately describes 
the real economic structure of society.
Research data:
– official data of Rosstat and the Federal Tax Service on incomes 
of Russian citizens;
– specialized sites of announcements about the prices for real estate 
and cars;
– Credit Suisse Research Institute data on the distribution of Russian 
citizens by property level;
– Forbes data on income and wealth of the richest people in Russia.
It is shown that the income data are essentially incomplete and 
fragmentary – the width of the income range (i.e., the income of the 
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richest member of society) is known, but the filling of rich cohorts 
is not known, since the incomes of the richest members of society 
are hidden.
We proposed the next (criteria as) requirements for an inequality 
index:
– possibility of calculating the index of inequality for arbitrary 
quantization;
– invariance of the value of the inequality index for different quan-
tization of the same data;
– sensitivity of the index to the width of the income range.
It is noted that only the exponential function describes societies with 
high social inequality enough well (the intensity of the exponential 
distribution is more than 10).
For the presented population distributions, the next indices of ine-
quality are calculated:
– decile coefficient of funds;
– Gini coefficient;
– Pareto index;
– indicators of total entropy (zero, first or Tayle index, and second 
orders);
– the ratio of maximum income (property value) to the modal;

– intensity of exponential distribution.
It is shown, that:
– the value of the Pareto index does not have a unique relationship 
with the inequality;
– the coefficients of the funds (decile, quintile, etc.) are not 
computable for arbitrary quantization, and therefore are unsuit-
able for comparing data from various sources and have different 
quantization;
– The Gini index requires complete data on the rich;
– from all considered criteria of inequality the first three indicators of 
the total entropy, as well as the ratio of maximum income (property) 
to the modal strongly depend on data quantization.
Therefore they are unsuitable for comparison data from various 
sources with different quantization.
It is concluded that the intensity of the exponential distribution does 
not possess the listed disadvantages and can be recommended as an 
index of inequality. 

Keywords: social inequality; the Gini index; the Teil index; Pareto 
index; coefficient of funds; distribution of the population by income; 
intensity of exponential distribution

Введение

Способы представления 
неравенства можно разделить 
на две основных группы: гра-
фические, когда неравенство 
отображается более чем одним 
числом, и числовые, когда по-
казателем неравенства является 
одно число. Выражение степе-
ни неравенства людей в виде 
числовой характеристики необ-
ходимо при решении социо-э-
кономических задач – в первую 
очередь для сравнения различ-
ных групп людей (например, 
межстранового сравнения), и 
сравнения по разным показа-
телям (например, по доходам, 
по имуществу и по расходам) а 
также для изучения динамики 
неравенства. Однако при «сво-
рачивании» исходного вектора 
данных о неравенстве в одно 
число (будь то коэффициент 
Джини, фондов или какой-ли-
бо другой индекс неравенства) 
часть информации о неравен-
стве теряется. Поэтому важно 
знать, насколько информати-
вен тот или иной критерий.

Сопоставление коэффици-
ента Джини и показателя Паре-
то на примерах реальных дан-
ных о доходах разных стран и 
разных веков, проведённое H.T. 
Davis ещё в середине прошлого 
века [1], продемонстрировало 
существенные недостатки этих 
критериев для оценки реально 
существующей экономической 

структуры общества (ЭСО). По 
данным [1] страна А по сравне-
нию со страной В могла иметь 
одновременно меньшее значе-
ние коэффициента Джини и 
большее значение показателя 
Парето, что ставит вопрос об 
информативности как мини-
мум одного из этих критериев. 

Исследование L. Osberg [2] на- 
глядно показало, что два обще-
ства с очень разной экономиче-
ской структурой могут характе-
ризоваться одним и тем же зна- 
чением коэффициента Джини.

Наиболее широко для оцен-
ки неравенства используются 
коэффициенты Джини и фон-
дов (децильный, реже квин-
тильный и центильный). Од-
нако в [3] M.Б. Лощининым 
аргументированно утвержда-
ется следующее: «Вместо ре-
шения проблемы структуры 
(имеется в виду ЭСО – авт.) 
методологи неравенства раз-
работали технологии контро-
ля, не критичные к структуре. 
Речь идет о методах Джини и 
децильных интервалов». 

Из этих противоречий и воз-
никает цель данной работы  – 
сопоставление недостатков 
распространённых индексов 
неравенства, проявляющихся 
при работе с реальными (т.е. 
заведомо неполными) данными 
и поиск альтернативных мето-
дов количественного описания 
неравенства, лишенных этих 
недостатков.

Поставленная таким обра-
зом цель задаёт следующую 
методику исследования:

– рассмотрение широкого 
набора как можно более пол-
ных реальных данных о рас-
пределении населения по до-
ходам, расходам, имуществу;

– вскрытие специфических 
недостатков этих данных о 
неравенстве, выяснение того, 
какая именно информация в 
этих данных отсутствует или 
представлена непропорцио-
нально мало; 

– вычисление на основе ре-
альных ЭСО значений наиболее 
широко применяемых индексов 
неравенства и оценка их при-
годности для решения реально 
существующих задач сравни-
тельной оценки неравенства;

– разработка индекса нера-
венства, адекватно описываю-
щего реальные ЭСО.

Данная работа является 
продолжением наших исследо-
ваний в области методов пред-
ставления неравенства, нача-
тых в [4]. 

 
1. Неустранимые недостатки 
данных о доходах и/или 
имуществе

Поскольку полных данных 
о распределении населения по 
доходам мы не имеем и иметь 
не будем, возникает необходи-
мость в работах, подобных на-
стоящей. 
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Оценим, насколько вели-
ко наше незнание: по данным 
Росстат суммарный доход рос-
сиян в 2015 г. составил 53,101 
трлн руб. [5], а по данным Фе-
деральной Налоговой Службы 
(ФНС)1 – всего лишь 22,053 
трлн руб. [6]. Принципиаль-
ное отличие данных Росстат от 
данных ФНС в том, что Рос-
стат оценивает «доходы вооб-
ще», т.е. анонимные доходы 
без привязки их к личностям 
конкретных получателей [7], 
ФНС же в силу необходимости 
выполнения фискальных обя-
занностей определяет доходы 
не «вообще», а с привязкой к 
конкретным получателям, с ко-
торых ФНС и взымает налоги.

Из простого сопоставления 
двух приведённых цифр сле-
дует, что доходы скрыть весь-
ма несложно, раз скрываемые 
доходы в полтора раза больше, 
чем нескрываемые. 

Инструменты сокрытия до-
ходов не являются особым се-
кретом – в условиях глобали-
зации формальный вывод за 
рубеж расположенного де-факто 
в России бизнеса не составля-
ет труда: вот, например, сайт, 
предлагающий подобные услуги 
[8]. Однако такие инструмен-
ты доступны только крупному 
бизнесу, то есть скрывается ин-
формация о доходах не всех, а 
именно богатых когорт.

Итак, имеющиеся в нашем 
распоряжении данные о не-
равенстве по доходам харак-
теризуются существенной не-
полнотой, причём неполнотой 
довольно специфической – 
чем выше доходы, тем меньше 
информации о них. Из этого 
недостатка данных следуют два 
важных для целей данной ра-
боты вывода. 

1 Более поздние данные приведе-
ны быть не могут, поскольку на 
момент написания данной статьи 
последний опубликованный ФНС 
«Отчет о декларировании доходов 
физическими лицами» датируется 
2015 г. Поэтому для обеспечения 
сопоставимости данных все пря-
мые (официальные и неофициаль-
ные) сведения о доходах в данной 
статье будут относиться к 2015 г.

Никакой источник данных 
нельзя считать заслужива-
ющим доверия и только со-
впадение данных о распреде-
лении населения по доходам 
из нескольких независимых 
источников может дать нам 
право считать имеющуюся у 
нас информацию достовер-
ной. Поскольку подобного 
рода данные как правило пу-
бликуются квантованными, 
разбитыми на когорты, то 
исследуемые нами индексы, 
описывающие неравенство, 
должны быть нечувствитель-
ны к квантованию и вычис-
лимы при любом квантова-
нии – в противном случае 
невозможно будет сопостав-
лять данные, полученные из 
различных источников.

Мы знаем доходы отдель-
ных богатых и даже богатей-
ших граждан страны, публику-
емые «Форбс» [9] и ФНС [10], 
но эти данные недостаточны 
для полного описания суще-
ствующей в России ЭСО, по-
скольку количество богатых 
людей, скрывших свои доходы 
и не попавших в поле зрения 
«Форбс» и ФНС, неизвестно. 
В такой ситуации приходится 
признать, что нам доступна 
информация о ширине диапа-

зона доходов (определяемой 
доходом богатейшего человека 
страны), но и только. Досто-
верных данных о наполнении 
богатых когорт не существу-
ет, есть лишь данные о том, 
насколько далеко справа на 
шкале доходов располагают-
ся богатые когорты. Поэтому 
предлагаемые нами индексы 
неравенства должны быть без-
условно чувствительны к ши-
рине диапазона доходов при 
любом сколь угодно малом на-
полнении богатых когорт.

2. Краткое описание 
имеющихся данных 
об экономической структуре 
российского общества 

Получение ЭСО из раз-
личных прямых и косвенных 
источников данных и систе-
матизация полученных ЭСО 
представлены в нашей работе 
[4]. В некоторых случаях для 
получения одной ЭСО прихо-
дилось сводить данные из не-
скольких источников, методи-
ка проведения этой процедуры 
описана там же. Список этих 
восьми ЭСО с указанием их 
источников и краткими харак-
теристиками данных приведён 
в табл. 1. 

Таблица 1

Распределения населения России по доходам (имуществу)

№ Данные Источник(и) Параметр Краткая характеристика  
данных

1 Росстат [11]

Д
ох

од
ы

Неполны и обрываются на до-
ходе 96 тыс. руб./мес. Показы-
вают заведомо заниженное не-
равенство.

2 Росстат + ФНС [9], [10], [11] Характеризуют один и тот же 
диапазон доходов 0…14,3 млрд 
руб./мес., но отличаются коли-
чеством данных о заполнении 
богатых (>96 тыс. руб./мес.) ко-
горт: в (2) – 675 тыс. чел., а в 
(3) – 35 чел. 

3 Росстат + 
«Форбс»

[9], [11]

4 Credit Suisse [12]

И
м

ущ
ес

тв
о

Характеризуют неравенство по 
всем видам имущества

5 avtopoisk.ru 
24 когорты

[13]

Ц
ен

а 
п
ре

дл
ож

е-
н
и
я 

ав
то

м
об

и
-

ле
й
.

(5) и (6) отличаются 
друг от друга только 
квантованием.6 avtopoisk.ru 

15 когорт
[13]

7 avito.ru
автомобили

[14] (7) отличается от (5) и 
(6) выборкой.

8 avito.ru
недвижимость

[15] Цена предложения недвижимо-
сти



Theory of statistics

Statistics and Economics  V. 15. № 4. 2018	 7

3. Числовые индексы 
неравенства 

3.1. Требования, 
предъявляемые к индексам 
неравенства

Считается, что индексы не-
равенства должны удовлетво-
рять пяти принципам измере-
ния неравенства [16]: 

1. Принцип перераспреде-
ления, известный также как 
принцип Пигу-Дальтона. В со-
ответствии с этим принципом, 
если деньги передаются от бо-
гатого индивида более бедному, 
то показатель неравенства дол-
жен уменьшаться, и наоборот. 

2. Принцип независимости 
от масштаба. Показатель нера-
венства не должен реагировать 
на пропорциональные измене-
ния всех доходов. 

3. Принцип дублирования 
наблюдений. Показатель нера-
венства не должен изменяться 
при равномерном увеличении 
исходной выборки. 

4. Анонимность. Если два 
произвольных индивида об-
меняются доходами, то пока-
затель неравенства не должен 
измениться.

5. Аддитивность. Показа-
тель неравенства должен без 
остатка раскладываться в сум-
му неравенств внутри отдель-
ных групп и межгруппового 
неравенства [17].

Не оспаривая перечислен-
ные пять принципов, всё же 
находим целесообразным до-
бавить к ним ещё три:

6. Возможность вычисления 
индекса неравенства при про-
извольном квантовании. Не 
всегда есть возможность кван-
товать исходные данные так, 
как нам нужно, во многих слу-
чаях приходится использовать 
готовое квантование и индекс 
неравенства при этом должен 
быть вычислим.

7. Неизменность значения 
индекса неравенства при раз-
личном квантовании одних и 
тех же данных.

8. Чувствительность индек-
са к ширине диапазона дохо-
дов. Значение индекса должно 

изменяться при добавлении к 
данным о бедных данных о бо-
гатых. 

Следует отметить, что адди-
тивность (принцип 5), вообще 
говоря, не является строгим 
требованием. Так, очень ши-
роко используемый индекс 
Джини в общем случае не 
раскладывается без остатка в 
сумму неравенств внутри от-
дельных групп и межгруппо-
вого неравенства [18 с. 30, 19]. 
Декомпозиция индекса Джини 
тем не менее возможна и отно-
сительно несложна при разде-
лении населения на группы по 
уровню дохода «богатые-бед-
ные» [20], хотя и в этом случае 
речь, конечно, не идёт об ад-
дитивности, т.е. простом сум-
мировании без использования 
каких-либо коэффициентов 
при слагаемых. 

Если же рассматривается 
неравенство в пересекающихся 
по доходам группах [18, с. 16], 
например, «мужчины-женщи-
ны», то задача декомпозиции 
индекса Джини становится 
трудноразрешимой. Хотя со-
временные модификации ме-
тода Дагума теоретически по-
зволяют решать эту задачу [21], 
но вопрос в том, какие при 
этом возникают погрешности. 
Практическая реализация ме-
тода Дагума для пересекаю-
щихся групп уже осуществле-
на [22], однако авторы данной 
работы указывают на недоста-
точность публикаций в данной 
области. Для полной уверенно-
сти в пригодности коэффици-
ента Джини для декомпозиции 
в общем случае нужны допол-
нительные исследования.

Из сказанного следует, что 
один из популярнейших (если 
не наиболее популярный) ин-
декс неравенства Джини – не 
аддитивен и декомпозиция его 
в общем случае проблематич-
на, но тем не менее он повсе-
местно применяется.

Поэтому предлагается исхо-
дить из того, что задача деком-
позиции индекса неравенства 
возникает отнюдь не всегда, а 
потому соблюдение принципа 

аддитивности при построении 
индексов неравенства является 
скорее желательным, чем обя-
зательным. 

Проверим соответствие рас-
пространённых индексов не-
равенства другим указанным 
выше принципам. 

Сразу же выведем из рас-
смотрения критерий Аткинсо-
на [17], поскольку он включает 
в себя достаточно субъектив-
ный параметр отвращения (не-
приятия) неравенства и в силу 
этого является скорее социо-
логическим, нежели экономи-
ческим индексом.

Широко применяемый в ка- 
честве индекса неравенства 
коэффициент фондов (дециль-
ный или, реже, центильный, 
квинтильный) жёстко привя-
зан к квантованию данных. 
Если ширины когорт не равны 
требуемым 1, 10 или 20% (а в 
действительности именно так 
зачастую и бывает), то вычис-
лить коэффициент фондов не-
возможно (табл. 2 столбец 3). 
Т.о. коэффициент фондов не 
соответствует шестому требо-
ванию, которое мы выдвинули 
к показателям неравенства.

3.2. Показатель Парето
Показатель Парето в насто-

ящее время не применяется 
как индекс неравенства и, как 
будет далее продемонстрирова-
но, отказ от его использования 
вполне оправдан. В данной ра-
боте показатель Парето нахо-
дили из уравнения степенного 
распределения [23]

 	 ( )
1

min1 ,
x

F x
x

α −
 

= −   
	 (1)

где F(x) – значение безразмерной 
функции распределения1 населе-
ния по уровню дохода; x – без-
размерный доход; xmin  – мини-
мальный безразмерный доход; 
α – показатель Парето.

Величину показателя Па-
рето в уравнении (1) варьи-

1 Необходимость работы именно 
с функциями распределения как 
методом графического представ-
ления ЭСО обоснована нами ра-
нее [4].
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ровали до тех пор, пока не 
достигал максимума коэффи-
циент детерминации R2, кото-
рый оценивает долю вариации 
результативного признака y, 
обусловленную изменением 
значений факторного призна-
ка x. Напомним, что чем бли-
же значение R2 к единице, тем 
больше признак x участвует 
в формировании значений y 
[24]. Применительно к дан-
ной задаче аппроксимации 
близость R2 к единице харак-
теризует близость к реальным 
данным аппроксимирующей 
кривой, рассчитанной по фор-
муле (1).

Результаты расчетов приве-
дены в табл. 2. 

Из представленных в табл. 2 
данных следует, что показатель 
Парето демонстрирует боль-
шее неравенство для данных 
Росстат (табл. 2 строка 1) чем 
для данных о ценах на авто-
мобили (табл. 2 строки 4,5,6), 
тогда как в действительности 
ситуация совершенно обрат-
ная – данные Росстат обрыва-
ются на очень низком доходе 
и, следовательно, характери-
зуются очень низким неравен-
ством (см. табл. 1). 

Это даёт основания утвер-
ждать, что показатель Паре-
то не соответствует принципу 
Пигу-Дальтона, а проще гово-
ря – вообще не способен од-

нозначно характеризовать не-
равенство.

Причина подобной неодно-
значности в том, что в форму-
лу распределения Парето кро-
ме показателя Парето входит 
некоторый минимальный (но 
ненулевой) доход xmin, опре-
деление которого само по себе 
нетривиальная задача (в ка-
честве такового мог бы быть 
использован модальный до-
ход, но его определение при 
произвольном квантовании 
данных затруднено, а его ис-
пользование ведёт к значи-
тельным погрешностям – см. 
п. 3.6). Поэтому при одинако-
вых значениях показателя Па-
рето можно наблюдать самые 
разные кривые распределения 
населения по доходам и, сле-
довательно, показатель Паре-
то нельзя считать адекватным 
индексом неравенства – он не 
соответствует первому прин-
ципу. Этот вывод далеко не 
нов и в целом соответствует 
данным H.T. Davis [1].

3.3. Индекс Джини
Индекс Джини широко 

распространён в качестве ха-
рактеристики неравенства, 
однако в последнее время он 
подвергается критике [2], по-
скольку два общества с весьма 
различными распределениями 
населения по доходам могут 

характеризоваться одним и тем 
же значением индекса Джи-
ни. И это действительно так 
(см.  табл.  2), индекс Джини 
не отличает данные Росстат от 
данных Росстат + «Форбс», т.е. 
не реагирует на расширение 
диапазона доходов в 149  000 
раз, а, следовательно, не удов-
летворяет восьмому принципу.

Индекс Джини характери-
зуется тем же недостатком, что 
и кривые Лоренца – он требу-
ет полных данных о богатых.

3.4. Показатели общей 
энтропии

Рассмотрим первые три по-
казателя общей энтропии [19] 
(нулевой, первый или индекс 
Тейла и второй). Они рассчи-
таны по формулам (2) – (4) 
для некоторых из рассматрива-
емых в данной работе распре-
делений и приведены в табл. 6.

Нулевой показатель общей 
энтропии равен:

 	 ( )
1

1
0 ln ,

n

i i

x
GE

n x=

= ∑ 	 (2)

где n – число членов общества; 
i – номер члена общества, полу-
чающего безразмерный доход xi; 
͞x – средний безразмерный доход.

Первый показатель общей 
энтропии (индекс Тейла) ра-
вен:

	 ( )
1

1
1 ln ,

n
i i

i

x x
GE

n x x=

= ∑ 	 (3)

Таблица 2

Сравнение индексов неравенства

№ Данные
Индекс неравенства R2 аппроксимации 

Фондов
децильн. Джини α GE(0) GE(1) GE(2) λ Imax

/mod
Степен- 

ной
Экспонен- 
циальной

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 Росстат 15,61 0,38 1,36 0,187 0,241 0,256 2,43 8,03 0,7176 0,9360

2 Росстат + «Форбс»

В
ы

чи
сл

ен
и
е 

н
ев

оз
м

ож
н
о 

и
з-

за
 о

тс
ут

ст
ви

я 
кв

ан
то

ва
н
и
я 

п
о 

де
ц
и
ля

м 0,38 1,36 0,283 0,451 2584 4,85Е5 1,19E6 0,9023 0,9775

3 Росстат + ФНС 0,48 1,38 0,436 1,284 4340 2,63Е5 1,19E6 0,8631 0,9706
4 Avtopoisk.ru 

24 когорты 0,46 1,22 0,415 0,438 0,098 418 680 0,6974 0,9915

5 avtopoisk.ru 
15 когорт 0,48 1,25 0,468 0,491 1,125 434 589 0,7617 0,9917

6 avito.ru
автомобили 0,53 1,26 – – – 217 1290 0,7542 0,9990

7 avito.ru
недвижимость 0,55 1,37 – – – 1010 1860 0,8259 0,9918

8 Credit Suisse ∞ 0,91 1,4 – – – 60,8 – 0,8384 0,9271
9 Невязка 4 и 5 строк – 4,2% 2,4% 11,21% 10,85% 91,31% 3,7% 14,33% – –

1 Принято по данным Росстат, но вычисление коэффициента фондов по опубликованной Росстат ЭСО невозможно.



Theory of statistics

Statistics and Economics  V. 15. № 4. 2018	 9

Второй показатель общей 
энтропии равен:

	
 ( ) ( )2

1

1
2 ,

2

n

i
i

GE x x
nx =

= −∑ 	 (4)

Как видно из строки 9 
табл.  2, при изменении кван-
тования одних и тех же данных 
avtopoisk.ru показатели общей 
энтропии существенно изменя-
ются (строка 9 табл. 2). Таким 
образом, можно сделать вывод, 
что показатели общей энтро-
пии зависят от способа кванто-
вания исходных данных в зна-
чительно большей степени, чем 
все остальные рассмотренные 
индексы неравенства и не удов-
летворяют седьмому принципу 
измерения неравенства.

3.5. Сравнение индексов 
неравенства

Выполним сравнения зна-
чений различных индексов не-
равенства (см. табл. 2).

Итак, ни один из рассмо-
тренных индексов, а именно 
индекс Джини, показатель Па-
рето, нулевой, первый и второй 
показатели общей энтропии и 
децильный коэффициент (см. 
табл. 2 столбцы 3…8), не соот-
ветствует перечисленным прин-
ципам измерения неравенства, 
причем несоответствие касается 
важнейших моментов – неза-
висимости от квантования, ра-
ботоспособности при недоста-
точных данных о заполнении 
верхних когорт и даже возмож-
ности количественного пред-
ставления неравенства. Есть ли 
альтернативы? 

3.6. Отношение 
максимального дохода 
к  модальному

В работе [3] M.Б. Лощи-
ниным в качестве простейше-
го критерия неравенства, не 
подверженного недостаткам, 
характерным для индекса Джи-
ни и децильного коэффици-
ента, предлагается кратность 
неравенства. Очевиднейшим и 
простейшим критерием кратно-
сти неравенства могло бы стать 
отношение максимального до-
хода к минимальному, если бы 
последний не был нулевым.

Чуть более сложный крите-
рий – отношение максимально-
го дохода к среднеарифметиче-
скому – уже вполне вычислим, 
но его применение означает 
игнорирование данных о боль-
шинстве населения, ведь в силу 
логнормального характера рас-
пределения населения по дохо-
дам у большинства людей доход 
ниже среднеарифметического и 
наибольшая плотность распре-
деления (мода) приходится на 
доход существенно ниже сред-
него. 

К примеру, по данным avito.
ru [15] модальная цена объек-
та недвижимости втрое ниже 
среднеарифметической, а по 
данным того же сайта о ценах 
на автомобили [14] модальная 
цена машина в восемь раз мень-
ше среднеарифметической.

Поэтому представляется 
целесообразным рассмотреть 
немного более сложный ин-
декс неравенства – отношение 
максимального дохода к мо-
дальному (далее Imax/mod). Этот 
критерий прост для вычисле-
ния, нагляден, характеризует 
наиболее распространённую 
ситуацию с доходами (по опре-
делению моды) и безусловно 
работоспособен при недоста-
точных данных о заполнении 
верхних когорт (при частично 
искаженной информации о до-
ходах богатых субъектов). Его 
вычисление, очевидно, требует 
данных о максимальном дохо-
де, но это требование не пред-
ставляется чрезмерным – без 
сведений, хотя бы приблизи-
тельных, о доходах богатейших 
членов общества изучать нера-
венство не представляется воз-
можным в любом случае.

Но нахождение модаль-
ного дохода не представля-
ет затруднений только если в 
распоряжении исследователя 
находятся «сырые» некван-
тованные данные – в таком 
случае достаточно подробное 
квантование на равномерной 
шкале позволит определить 
положение моды с любой на-
перёд заданной точностью. 
Однако в настоящей работе 

рассматриваются более близ-
кие к реальности ситуации, 
когда исследованию подлежат 
уже квантованные (причём на 
произвольной шкале) данные. 

В случае неравномерного 
квантования максимум населе-
ния, приходящийся на данную 
конкретную когорту, вовсе не 
говорит о том, что именно эта 
когорта соответствует модаль-
ному доходу – возможно при-
чина в том, что эта когорта 
просто очень широка. 

Поэтому единственный 
корректный способ определе-
ния положения моды в дан-
ных, представленных на не-
равномерных шкалах – это 
переход к плотностям вероят-
ностей. Практически это оз-
начает, что количество людей, 
приходящихся на каждую до-
ходную когорту, должно быть 
поделено на ширину когорты 
в рублях. Модальный доход 
предлагается считать равным 
среднему арифметическому ле-
вой и правой границ когорты, 
характеризующейся наиболь-
шей плотностью вероятности.

Проиллюстрируем эту мето-
дику на примере данных о ценах 
на подержанные автомобили с 
сайта avtopoisk.ru, квантован-
ных на 15 и 24 когорты [13] с 
использованием в обоих случаях 
неравномерных шкал (табл. 3).

В табл. 3 строки, соответ-
ствующие модам (т.е. когортам 
с наибольшей плотностью ве-
роятности), выделены жирным 
шрифтом. Вычисление мо-
дальной цены автомобиля как 
среднеарифметического меж-
ду правой и левой границами 
соответствующих когорт, при 
квантовании на 24 когорты 
даёт 0,5 × (321726 + 492585) = 
= 407155 руб., а при квантова-
нии на 8 когорт – 0,5 × (310001 + 
+ 630000) = 470000 руб.

Для остальных исходных 
данных из табл. 1 (кроме дан-
ных Credit Swiss, для которых 
в силу особенностей их пред-
ставления вычисление моды 
невозможно, точнее она при-
ходится на точку 0) модальные 
значения были вычислены по 



Теория статистики

10	 Статистика и экономика  Т. 15. № 4. 2018

той же методике. Затем для 
всех этих массивов данных 
были вычислены индексы не-
равенства Imax/mod, значения 
последних приведены в табл. 2. 

Данные табл. 2 показывают, 
что Imax/mod, несмотря на свою 
примитивность, соответству-
ет всем перечисленным выше 
принципам измерения нера-
венства, кроме седьмого – он 
различает то, что не различа-
ется. При изменении кванто-
вания одних и тех же данных 
avtopoisk.ru индекс Imax/mod су-
щественно изменяется (строка 
9 табл. 2) – это связано с по-
грешностями при определении 
моды в случае достаточно гру-
бого квантования.

В целом Imax/mod может быть 
рекомендован для наглядного, 
но грубого описания уровня 
неравенства в обществе.

3.7. Интенсивность 
экспоненциального 
распределения

Для ответа на вопрос об 
альтернативных индексах не-
равенства необходимо рас-

смотреть характер кривых, 
аппроксимирующих распре-
деление населения по уровню 
доходов.

Общепринятой считается 
логнормальная аппроксимация 
ЭСО [25,26], однако реальное 
неравенство настолько глу-
боко, что левой (восходящей) 
ветвью логнормального рас-
пределения можно пренебречь. 

Для иллюстрации этого те-
зиса приведём полигон отно-
сительных частот для цен поде-
ржанных автомобилей (рис. 1). 

При росте неравенства с 
некоторого момента распре-
деление населения по доходам 
описывается уже не логнор-
мальной, а степенной функ-
цией (распределением Парето, 
рассмотренным в п. 3.2), либо 

Таблица 3

К определению модальной цены автомобиля

№

Левая 
граница 
когорты, 

руб.

Правая 
граница 
когорты, 

руб.

Ширина 
когорты, 

руб.

Кол-во 
машин, 

шт.

Плотность 
распределения, 

шт./руб.

Левая 
граница 
когорты, 

руб.

Правая 
граница 
когорты, 

руб.

Ширина 
когорты, 

руб.

Кол-во 
машин, 

шт.

Плотность 
распределения, 

шт./руб.

1 0 10000 10000 420 0,04 0 10000 10000 457 0,05
2 10001 25001 15000 1079 0,07 10001 30000 20000 1798 0,09
3 25002 47502 22500 3164 0,14 30001 70000 40000 6527 0,16
4 47503 81253 33750 5977 0,18 70001 150000 80000 15781 0,20
5 81254 131879 50625 9700 0,19 150001 310000 160000 41976 0,26
6 131880 207818 75938 17833 0,23 310001 630000 320000 88603 0,28
7 207819 321725 113906 30833 0,27 630001 1270000 640000 61261 0,10
8 321726 492585 170859 51087 0,30 1270001 2550000 1280000 22444 0,02
9 492586 748875 256289 62218 0,24 2550001 5110000 2560000 7501 2,93E-03
10 748876 1133310 384434 45779 0,12 5110001 10230000 5120000 1749 3,42E-04
11 1133311 1709961 576650 30858 0,05 10230001 20470000 10240000 303 2,96E-05
12 1709962 2574938 864976 9452 0,01 20470001 40950000 20480000 21 1,03E-06
13 2574939 3872402 1297463 4847 3,74E-03 40950001 81910000 40960000 8 1,95E-07
14 3872403 5818598 1946195 2484 1,28E-03 81910001 1,64E+08 81920000 3 3,66E-08
15 5818599 8737892 2919293 968 3,32E-04 1,64E+08 3,28E+08 1,64E+08 1 6,10E-09
16 8737893 13116832 4378939 458 1,05E-04 – – – – –
17 13116833 19685241 6568408 154 2,34E-05 – – – – –
18 19685242 29537855 9852613 30 3,04E-06 – – – – –
19 29537856 44316774 14778919 11 7,44E-07 – – – – –
20 44316775 66485154 22168378 7 3,16E-07 – – – – –
21 66485155 99737722 33252567 1 3,01E-08 – – – – –
22 99737723 1,5E+08 49878851 2 4,01E-08 – – – – –
23 1,5E+08 2,24E+08 74818276 0 0 – – – – –
24 2,24E+08 3,37E+08 1,12E+08 1 8,91E-09 – – – – –

Рис. 1. Полигоны частот распределения цен на автомобили по данным 
avtopoisk.ru. Квантование на 24 когорты [13]. 
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экспоненциальной, либо их 
сочетанием.

Аппроксимации ЭСО этими 
двумя видами кривых широко 
известны [27, 28], сравним их 
и мы. 

Рассчитаем интенсивность 
распределения из уравнения 
экспоненциального распреде-
ления 

 	 ( ) 1 ,xF x e λ−= − 	 (5)
где F(x) – значение безразмерной 
функции распределения населе-
ния по уровню дохода; x – безраз-
мерный доход; λ – интенсивность 
распределения.

Величину интенсивности 
распределения λ в уравнении (5) 
варьировали до тех пор, пока не 
достигал максимума коэффици-
ент детерминации, характери-
зующий близость к реальным 
данным аппроксимирующей 
кривой, рассчитанной по фор-
муле (5) (см. табл. 2).

Можно видеть, что при 
экспоненциальной аппрок-
симации значения R2 намно-
го ближе к единице, а значит 
точность экспоненциальной 
аппроксимации выше, чем 
степенной.

Если вынести за скобки 
случай заведомо заниженного 
неравенства (данные Росстат, 
строка 1 табл. 2.), то коэф-
фициент детерминации ЭСО 
экспоненциальной кривой не 
опускается ниже 0,927, а в не-
которых случаях превышает 
0,99. 

Эти достаточно большие 
значения R2 позволяют счи-
тать экспоненциальное рас-
пределение вполне адекватной 
аппроксимацией. А коль ско-
ро экспоненциальная кривая 
в  безразмерном виде характе-
ризуется всего одним парамет- 
ром – интенсивностью распре-
деления, то интенсивность экс-
поненциального распределения 
можно использовать в качестве 
индекса неравенства.

Использование интенсив-
ности распределения позволя-
ет отличить данные Росстат от 
Росстат + Форбс (строки 1 и 2 
табл. 2), т.е. этот индекс нера-

венства чувствителен к шири-
не диапазона доходов и вполне 
может использоваться при не-
достаточных данных о запол-
нении верхних когорт.

Из недостатков интенсив-
ности распределения можно 
отметить разве что некоторую 
её неочевидность и сложность 
вычисления (последнее не 
является проблемой при со-
временном развитии компью-
терной техники), поэтому для 
быстрой и наглядной, хотя и 
более грубой оценки неравен-
ства можно использовать ин-
декс Imax/mod. 

 Кроме того, интенсив-
ность распределения не со-
ответствует пятому принципу 
измерения неравенства – она 
неаддитивна. Поэтому в случае 
необходимости декомпозиции 
неравенства (но только при 
доступности «сырых» некван-
тованных данных) целесоо-
бразно использовать показате-
ли общей энтропии, включая 
индекс Тейла.

Во всех же остальных случа-
ях в качестве индекса неравен-

ства лучше предпочесть интен-
сивность экспоненциального 
распределения. 

3.8. Модельные расчеты 
экспоненциального 
распределения

Исследуем поведение экс-
поненциального распределе-
ния (5) на модельных при-
мерах, чтобы изучить другие 
особенности интенсивности 
экспоненциального распреде-
ления. Безразмерный доход x 
распределен по экспоненци-
альному закону.

Моделирование экспонен-
циального распределения про-
водилось при значениях коэф-
фициента λ 2.43, 6, 10, 60, 434 
и 1010. Часть выбранных зна-
чений соответствует значениям 
интенсивности распределения, 
полученной для реальных дан-
ных, используемых в работе. 
Графики функции распределе-
ния представлены на рис. 2

Как можно видеть из рис. 2, 
при λ < 10 значение F(1) < 1, 
что говорит о том, что F пе-
рестает быть функцией рас-

Рис. 2. Функции распределения при различных значениях λ.
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пределения, либо о том, что 
1 – не максимальный доход 
для данной выборки и значе-
ния максимального дохода не 
известны. 

По результатам моделирова-
ния можно сделать два вывода.

Экспоненциальной функци-
ей распределения хорошо опи-
сываются только ЭСО с высо-
ким социальным неравенством. 

Значения интенсивности 
экспоненциального распреде-
ления может быть использова-
но как индикатор неполноты 
данных (при λ < 10 мы должны 
признать, что не располагаем 
полным описанием ЭСО). 

Выводы

1. Рассмотрены данные о 
распределении населения Рос-
сии по доходам и имуществу, 
полученные из различных не-
зависимых источников.

2. Показано, что данные 
существенно неполны и от-
рывочны – известна ширина 
диапазона доходов (т.е. доход 
самого богатого члена обще-
ства), но неизвестно наполне-
ние богатых когорт, т.е. часть 
информации о богатых скрыта. 
Известно также, что информа-
ция о доходах части богатых 
субъектов искажена в сторону 
занижения.

3. В условиях неполноты и 
отрывочности необходимо со-
поставлять данные из различ-
ных источников, в каждом из 
которых они квантуются раз-
личными способами.

4. Предложены критерии, 
которым должен соответство-
вать индекс неравенства:

– возможность вычисления 
индекса неравенства при про-
извольном квантовании;

– неизменность значения 
индекса неравенства при раз-
личном квантовании одних и 
тех же данных, т.е. индекс не 
должен различать то, что не 
различается;

– работоспособность ин-
декса неравенства при не-
полных данных о заполнении 
богатых когорт, т.е. индекс 
должен быть чувствителен к 
ширине диапазона доходов, 
значение индекса должно из-
меняться при добавлении к 
данным о бедных данных о 
богатых, даже если количество 
этих богатых ничтожно, ин-
декс должен различать то, что 
различается.

5. Для восьми распределе-
ний населения по доходам и 
имуществу построены аппрок-
симации степенной и экспо-
ненциальной функциями, по-
казана большая адекватность 
экспоненциальной аппрокси-
мации.

6. Для указанных распреде-
лений населения вычислены 
индексы неравенства:

– децильный коэффициент 
фондов;

– коэффициент Джини;
– показатель Парето;
– показатели общей энтро-

пии (нулевой, первый или ин-
декс Тейла, второй);

– отношение максимально-
го дохода (стоимости имуще-
ства) к модальному;

– интенсивность экспонен-
циального распределения.

7. Показано, что показатель 
Парето не соответствует прин-
ципу Пигу-Дальтона, его зна-
чение не связано однозначно с 
неравенством.

8. Показано, что коэффи-
циенты фондов (децильный, 
квинтильный и т.п.) невычис-

лимы при произвольном кван-
товании, а потому непригодны 
при сопоставлении данных из 
различных источников, отли-
чающихся квантованием. 

9. Показано, что индекс 
Джини требует абсолютно 
полных данных о богатых. При 
неполной информации о за-
полнении богатых когорт он 
неработоспособен и не разли-
чает то, что различается. 

10. Показано, что первые 
три показателя общей энтро-
пии, а также отношение мак-
симального дохода (имуще-
ства) к модальному наиболее 
сильно из всех рассмотренных 
критериев неравенства зави-
сят от квантования данных, а 
потому непригодны при сопо-
ставлении данных из различ-
ных источников, отличающих-
ся квантованием.

11. Показано, что интен-
сивность экспоненциального 
распределения не обладает 
перечисленными недостатка-
ми – она однозначно больше 
при большем неравенстве, 
она вычислима при произ-
вольном квантовании и до-
статочно слабо от него за-
висит, она чувствительна к 
ширине диапазона доходов и 
не требует абсолютно полных 
данных о заполнении бога-
тых когорт. 

12 .   Экспоненциальной 
функцией распределения хо-
рошо описываются ЭСО толь-
ко с высоким социальным 
неравенством (интенсивность 
экспоненциального распреде-
ления больше 10).

13. Значения интенсивности 
экспоненциального распреде-
ления может быть использова-
но как индикатор неполноты 
данных (λ < 10).
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