
167Экономика, Статистика и Информатика №2, 2014

Статистика и математические методы в экономике
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1. Aгент-ориентированные математические модели в обществе
Эффективным методом социального моделирования является исполь-

зование агент-ориентированных моделей. Агентами принято называть 
обучающиеся, адаптирующиеся к окружающей среде модули. Типичная 
блок-схема агента показана на рис. 1. Использование агентных моделей 
позволяет моделировать широкий круг социальных явлений [1].

Рис. 1. Типичная блок-схема агента

Пример применения агент-ориентированной модели иллюстрируется 
рис. 2.

Рис. 2. Пример структуры агентной модели. Светлым и черным показаны 
агенты – индивидуальные объекты двух разных типов с локальными правилами 

поведения в среде обитания. Справа условно показана среда обитания

2. Распределенные экономические системы
Интерес к распределенной экономике, возникший сравнительно недавно, 

непрерывно возрастает и привлекает внимание известных экономистов. Из 
зарубежных экономистов отметим работы Нобелевского лауреата по экономи-
ке Пола Кругмана. Нобелевский лауреат по экономике Пол Кругман недавно 
выпустил книгу с амбициозным заголовком «Выход из кризиса есть» – очень 
странная наука. Она почти как искусство [2]. 

В современной системе экономических наук важно отметить становле-
ние «пространственной экономики» как более интегрированного научного 
направления по сравнению с «региональной экономикой» [3].

В практической и математической экономике известны два основных 
метода для исследования экономических процессов. Это: 1) статистический 
метод исследования; 2) метод динамических систем [4–7]. Первый основан 
на теории вероятности, математической статистике, статистической опти-
мизации. Второй основан на моделировании экономических процессов с 
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помощью динамических моделей и 
основан на использовании систем 
дифференциальных уравнений и 
их дискретных аналогов. Однако 
ни один из этих методов или оба 
вместе не охватывают один важный 
класс экономических процессов: 
конкуренцию, конкурентную дина-
мику. Конкуренция и конкурентная 
динамика экономических процессов 
обусловлена тем, что экономическая 
среда является активной распреде-
ленной средой, с определенной спе-
цификой, обусловленной свойствами 
экономических систем. В активной 
распределенной автоволновой среде 
конкурентные процессы являются 
характерным фундаментальным 
свойством. Начало исследованию 
конкурентных экономических про-
цессов в активных автоволновых 
средах положено в работах проф. 
В.А. Твердислова в Московском Го-
сударственном Университете [8–9], 
фирм, отдельных участников рынка. 
Конкурентная динамика изучалась 
в работах проф. Д. С. Чернавского в 
ФИАНе [4]. 

Известные математические ме-
тоды экономики не охватывают 
важный класс экономических про-
цессов: конкуренцию, конкурентную 
динамику в условиях распределен-
ной экономической среды. 

3. Распределенные активные 
среды в экономических системах

В условиях реальной распре-
деленной экономики распределён-
ность экономической среды может 
оказывать существенное влияние на 
динамику конкурентных процессов и 
её результат. 

Конкуренция и конкурентная 
динамика экономических процессов 
обусловлена тем, что распределенная 
экономическая среда является актив-
ной средой. Активная среда харак-
теризуется распределенным в про-
странстве запасом энергии (ресур-
сом), ей свойственно формирование 
режимов: автоколебательных или 
потенциально-автоколебательных (в 
точечных системах), автоволновых 
(в распределенных), диссипативных 
структур или сложных хаотических 
режимов. Математические модели 
активных сред и механизм их созда-
ния описаны в работе [10–13].

Если рассматривать в качестве 
локальных процессов процессы до-
бычи и переработки сырья (промыш-
ленное и сельскохозяйственное про-
изводство), торговую деятельность, 
в качестве процессов переноса – ма-
териальные потоки (перераспреде-
ление ресурсов виде транспортных 
перевозок сырья и продуктов, миг-
рации), информационные (власть, 
финансы), то экономическая среда, 
социальная система может быть 
названа активной средой, где могут 
появляться структурно разделенные 
зоны, контролируемые «водителями 
ритма». В процессе конкуренции за 
ресурсы сильные поглощают более 
слабых конкурентов подобно води-
телям ритма в химической активной 
среде. 

Основными типами процессов в 
активных средах являются: автовол-
новые процессы; процессы образо-
вания диссипативных структур; ха-
отическая динамика. Конкурентная 
динамика свойственна для всех трех 
типов указанных процессов. С при-
кладной практической точки зрения 
наиболее существенны автоволно-
вые процессы. Они могут отражать 
сегментацию рынка, сканирующее 
владение рынком. Процессы обра-
зования диссипативных структур 
могут отражать конкурентную ди-
намику, развивающуюся взрывооб-
разно и приводящую к кластерной 
организации.

4. Математические модели 
конкуренции в распределенных 
экономических системах

Для математического исследо-
вания автоволновых процессов в 
активных средах в настоящее время 
принято рассматривать системы 

нелинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных 
параболического типа [10–13]
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Для исследования уравнений (1) 

и (2) в гетерогенных областях слож-
ной геометрии был разработан метод 
сканирования. Для исследования 
конкурентной динамики, отобража-
емой автоволновыми процессами 
в активных средах, могут быть ис-
пользованы виртуальные портреты, 
аналогично тому, как используются 
фазовые портреты для исследо-
вания конкурентной нелинейной 
динамики, описываемой системами 
нелинейных дифференциальных 
уравнений второго порядка. Такие 
виртуальные портреты конкурен-
тной динамики иллюстрируются 
рис. 3.

Рис. 3. Виртуальные портреты конкурентной динамики 
а) подавление более слабого конкурента; б) сегментация в виде отдельных 

изолированных локальных областей; в) сканирующая конкуренция; 
г) взрывообразное образование отдельных кластеров
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Известно, что конкуренция в ак-
тивных средах может протекать по 
определенному небольшому числу 
сценариев: 1. Сегментация по окружа-
ющей экономического агента террито-
рии. 2. Сегментация в виде отдельных 
изолированных локальных областей. 
3. Сканирующая конкуренция. 

Для построения модели конку-
ренции хотя бы двух фирм необ-
ходимо рассмотреть модель одной 
фирмы. Используем математическую 
модель Фитцхъю-Нагумо [10]
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где I, a, b, ε – параметры: a = 0.7, 
b = 0.7. При I = 0.14 система является 
потенциально автоколебательной, при 
I = 0.4 уравнения описывают релакса-
ционные колебания [10]. Для исследо-
вания конкуренции в распределенной 
системе используем математическую 
модель Фитцхъю-Нагумо.
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где D – коэффициент диффузии, ха-
рактеризующий движение денежных 
средств покупателей в двумерной 
рыночной среде. Период релаксаци-
онных колебаний наиболее сущест-
венно зависит от величины параметра 
ε. С физической точки зрения вели-
чина периода характеризует полный 
период оборота денежных средств, 
используемых на закупку и продажу 
товара, заработную плату персонала, 
накладные расходы, прибыль. Более 
детально вопросы эконометрики 
были исследованы в работах профес-
сора С.А. Айвазяна [14].

Исследование конкурентной 
динамики торговых предприятий 
малого и среднего бизнеса было 
рассмотрено в работах [11–13].

4. Обобщение метода 
социального моделирования. 
Математические модели для 
исследования автоволновых 
процессов 

Для математического исследо-
вания автоволновых процессов в 

активных средах в настоящее время 
принято рассматривать системы 
нелинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных 
параболического типа
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Во многих исследованиях использу-
ется система из двух уравнений (5) 
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При наличии распределенного 
внешнего воздействия имеем урав-
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где f1j(x, y, z, t), f2j(x, y, z, t) – рас-
пределенные внешние воздействия. 

В более сложном случае функции 
f1j(x, y, z, t), f2j(x, y, z, t) – могут вхо-
дить в качестве аргументов в функ-
ции F1j, F2j. При этом мы получаем 
уравнения
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5. Связи между элементами 
системы

К числу базовых характерис-
тик любой системы относятся её 

структура и связи элементов. Мы не 
будем обсуждать вопрос о выборе 
структуры системы. Отметим только, 
что выполнение одних и тех же фун-
кций может достигаться с помощью 
различных структур. Другой важ-
нейшей характеристикой системы 
являются связи между элементами. 
Выбор типа этих связей является 
существенной и неоднозначной 
задачей.

Для процессов из совокупности 
сводных элементов можно использо-
вать уравнение со связями. Наличие 
ближних связей между агентами (в 
математике и физике такая связь 
называется диффузионной) схемати-
чески иллюстрируется рис. 4.

Математически систему свя-
занных элементов можно описать 
уравнениями [11]
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Рис. 4. Наличие связей между 
агентами произвольного вида

Рис. 5. Наличие связи между 
некоторыми агентами
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где R1j, R2j (j = 1, ..., m) – нелинейные 
функции. 

На рис. 5 показана связь опреде-
ленного агента с агентами из сосед-
них рядов слева и справа.

В предположении линейности 
связи, что для прикладных задач 
наиболее можно использовать урав-
нение [11]
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(j = 1, ..., m),
где α1j, α2j (j = 1, ..., m) – коэффици-
енты связи.

Если учитывать связь с бли-
жайшими соседями, то такая связь 
называется диффузионной. Наличие 
диффузионной связи между агентами 
схематически иллюстрируется рис. 6. 
На рис. 6 показаны разнонаправлен-
ные связи между агентами. В при-
кладных задачах эти связи в общем 
случае могут быть различными. Если 
разнонаправленные связи являются 
одинаковыми по абсолютной величи-
не, то такие связи принято называть 
симметрическими. В случае контину-
альной активной среды получим сис-
тему нелинейных дифференциальных 
уравнений в частных производных 
параболического типа (1).

Рассматриваемая система до-
пускает эффективное управление 
своей работой. Следует отметить, 
что исследуемая задача управления 
вызывает значительные трудности и 
является в настоящее время предме-
том исследований. Уравнение управ-
ляемой системы согласно (5) может 
быть представлено в виде
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(j = 1, ..., m),
где uj = (u1j, u2j) – управляющие воз-
действия в j-ом частичном элементе. 
Можно также рассматривать задачу 
оптимального управления. В этом 
случае следует ввести функционал, 
подлежащий исследованию на экс-
тремум (минимум, максимум). Этот 
функционал можно представить в 
форме
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0

11 1 21 2

11 1 21 2

,..., , ,..., ,
Ф

,..., , ,...,

t
m m

m mt

E E E E
F d
u u u u

τ
⎛ ⎞
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⎝ ⎠

∫ ,
,

где (E11, ..., E1m, E21, ..., E2m,) – вектор
состояния, (u11, ..., u1m, u21, ..., u2m,) –
управление, t0, t1 – начальный и ко-
нечный моменты времени.

Задача оптимального управления 
заключается в нахождении функ-
ций состояния и управления для 
времени, которые минимизируют 
функционал.

Граничные условия могут быть 
любых типов Дирихле, Неймана, 
смешанные, свободные или ней-
тральные. 

Как показали исследования для 
приближенного решения уравнения 
(1) целесообразно использование 
сеточного метода, называемого ме-
тодом прямых в сочетании с методом 
сканирования [13]. 

В настоящее время появилось 
значительное количество приклад-
ных задач, в которых требуется ис-
следование автоволновых процессов 
в неоднородных гетерогенных облас-
тях со сложными границами. Про-

ведение вычислений в этом случае 
вызывает значительные технические 
трудности. Проведение вычислений 
в случае сложных границ области 
вызывает значительные технические 
трудности. Для преодоления этих 
трудностей был предложен метод, 
основанный на сканировании об-
ласти с учетом её гетерогенности 
и сложных граничных условий, 
интегрированный с программной 
средой Matlab-7 и составляющий с 
ней единое целое. 

6. Компьютерное моделирование 
развития России на 50 лет 

Одним из приложений агент-
ориентированных методов является 
исследование социально-эконо-
мической системы России. Такие 
исследования были проведены под 
руководством акад. Макарова В.Л. 

На суперкомпьютере «Ломоно-
сов» запустили модель, имитирую-
щую развитие социально-экономи-
ческой системы России на протяже-
нии последующих 50 лет [1]. При 
расчете были смоделированы такие 
показатели, как изменение числен-
ности населения в отдельных регио-
нах и стране в целом, динамика ВВП, 
объем инвестиций в производство, 
изменение добавленной стоимости 
экономики в целом и научно-инно-
вационной отрасли. При разработке 
агентной модели, введены парамет-
ры агентов (это могут быть люди, 
компании, активы, проекты, транс-
портные средства, города и т.д.), 
помещены в некую окружающую 
среду и установлены возможные свя-
зи между ними, после чего запущено 
моделирование. Индивидуальное 
поведение каждого агента образует 
глобальное поведение моделируемой 
системы. Для построения модели 
социально-экономического развития 
России были использованы 100 млн. 
агентов. Данные, задействованные 
для моделирования, были получены 
от Федеральной службы государс-
твенной статистики и российского 
мониторинга экономического поло-
жения и здоровья населения. 

Моделирование показало, что 
через 50 лет население северных 
территорий страны сократится, зна-
чительно сократится численность 
населения в Сибири и на Дальнем 

Рис. 6. Иллюстрация наличия 
диффузионной связи между агентами
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Востоке. В южных регионах, напро-
тив, ожидается прирост населения. 
Что касается ВВП, то согласно моде-
ли, этот показатель в целом вырастет. 
Масштабные социально-значимые 
модели разрабатывались пользова-
телями в США, Германии и Швеции. 
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