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Решением дифференциального уравнения с запаздывающим 
аргументом исследована динамика изменения валового внут-
реннего продукта Y(t) в макроэкономической модели Калецкого 
с учетом временного лага в случае квадратичной зависимости 
функции потребления от времени. Получено аналитическое вы-
ражение для Y(t) с точностью до второго порядка включительно 
по малому параметру задачи. Показаны некоторые стороны 
влияния учета временного лага на характер изменения Y(t).
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DEPENDENCE OF THE GROSS DOMESTIC PRODUCT 
ON TIME IN MACROECONOMIC KALECKI’S MODEL IN 
VIEW OF AN INVESTMENT TEMPORARY LAG

By solving the differential equation with lagging argument the dynam-
ics of variation of the gross domestic product Y(t) in macroeconomic 
Kalecki’s model in view of a temporary lag in case of square-low 
dependence of consumption function on time is investigated. Analyti-
cal expression for Y(t) to within the second order inclusive on small 
parameter of the problem is received. Some sides of infl uence of 
the account of the temporary lag on character of variation of Y(t) 
are shown.

Keywords: gross domestic product, consumption function, differ-
ential equation with lagging argument, investment temporary lag.

1. Введение
В работе [1] с применением математических методов 

решена задача динамики изменения валового внутреннего 
продукта в классической модели Калецкого с учетом инвес-
тиционного временного лага в случае линейной зависимости 
функции потребления от времени. Ниже решается анало-
гичная задача с применением теории дифференциальных 
уравнений с запаздывающим аргументом, когда потребление 
является квадратичной функцией от времени. 

2. Постановка задачи и метод решения
Как известно, в классической модели воспроизводства 

Калецкого с учетом инвестиционного временного лага τ 
(накопление в момент времени t зависит от валового внут-
реннего продукта и потребления в момент времени t – τ > 0) 
валовой внутренний продукт Y(t) удовлетворяет следующему 
линейному неоднородному дифференциальному уравнению 
первого порядка с запаздывающим аргументом [1–4] 

  ( ) ( ) ( )1 ,
dY t C t

Y t
dt B B

τ
τ

−
− ⋅ − = −  (1)

где C(t – τ) – функция потребления, B – валового внутреннего про-
дукта (отношение нормы производственных накоплений к темпу 
прироста валового внутреннего продукта). 

Рассмотрим квадратичную зависимость C(t–τ) от времени 
в виде

 C(t – τ) = (1 – α)(t – τ)2 (2)

где 0 ≤ α ≤ 1 – норма производственного накопления.

Подставляя (2) в (1), получим
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Как известно [5], общее решение линейного неоднород-
ного дифференциального уравнения (3) есть сумма общего 
решения соответствующего однородного уравнения

 ( ) ( )1 0
dY t

Y t
dt B

τ− ⋅ − =  (4)

и одного частного решения неоднородного уравнения (3), 
то есть

  ( ) ( ) ( ). . . . . . .о н о о ч нY t Y t Y t= +    (5)

Решение уравнения (4) будем искать методом Эйлера в 
виде 

  ( ). .
t

о оY t eλ=  , (6)
где неизвестное число λ есть прирост валового внутреннего продук-
та. Подставляя (6) в (4), получим следующее характеристическое 
уравнение для определения λ.
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Рис. 1. Зависимость λ1 от τ Рис. 2. Зависимость λ2 от τ

Рис. 3. Зависимость валового внутреннего продукта от 
времени

Рис. 4. Зависимость валового внутреннего продукта от 
времени

  1 .e
B

λτλ −=  (7)

Разложим e λτ−  в ряд Тейлора 
вокруг τ = 0 и ограничимся тремя 
членами разложения при малых 
значениях параметра λτ

  
2 2

1 .
2

e λτ λ τλτ− ≅ − +   (8)

Подставляя (8) в (7) и решая 
полученное квадратное уравнение, 
получим два действительных реше-
ния для λ

( )
2 2

1,2 2

2B B Bτ τ τλ τ
τ

+ ± + −
=

  ( )2 22 0 .B Bτ τ+ − >  (9)

Графики зависимости λ1(τ) и λ2(τ) 
при разных значениях B приведены 
на рисунках 1 и 2.

Кривые построены согласно фор-
мулам (9) для значений B = 1; 2; 3; 
3,5; 5 при изменении τ от 0 до 1. Как 
следует из (9) (см. также рисунки 1 
и 2) прирост валового внутреннего 
продукта в зависимости от вре-
менного лага представляет собой 
убывающую функцию. Заметим, что 
при наличии у характеристического 
уравнения двух действительных кор-
ней λ1 и λ2 общее решение однород-
ного дифференциального уравнения 
(4) запишется в виде
 Yo.o.(t) = c1eλ1t + c2eλ2t, (10)
где c1 и c2 пока произвольные постоян-
ные. Частное решение неоднородного 
дифференциального уравнения (3) най-
дем методом подбора. Его будем искать 
в виде

 ( ) 2
. . 1,

2ч нY t t t
B
γ γ β θ= + + − +  (11)

где γ, β и θ пока неизвестные величи-
ны. Подставляя (11) в (3) и приравни-
вая коэффициенты при одинаковых 
степенях t справа и слева, для γ, β и 
θ получим
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Общее решение линейного не-
однородного дифференциального 
уравнения с запаздывающим аргу-
ментом (3) получим из (5) с учетом 
(10) и (11) в виде
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Коэффициенты  и  находятся из 
начальных условий Коши
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 ( ) ( ). . . .0 1, 0 1.о н о нY Y ′= =  (14)

Вычисления приводят к следую-
щим выражениям для c1 и c2
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Тогда из (13) с учетом (15) по-
лучим
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На рисунках 3 и 4 приведены 
графики зависимости валового внут-
реннего продукта от времени при 
следующих значениях параметров: 
α = 0,5; B = 0,5; τ = 0,4; 0,5; 0,6; 0.7.  
Графики построены согласно фор-
муле (16).

Как следует из (16) (см. также 
рис. 3 и 4) валовой внутренний 
продукт Y(t) является возрастающей 
функцией в зависимости от времени. 
При этом, чем больше временной 
лаг τ, тем медленнее происходит 
возрастание Y(t). 

3. Заключение
В работе решена задача динами-

ки валового внутреннего продукта 
с учетом временной задержки, ко-
торая реально присутствует между 
величинами, характеризующими 
экономический процесс. При этом 
предполагается, что функция потреб-
ления квадратично зависит от време-
ни. С математической точки зрения 
задача сводится к нахождению общего 
решения линейного неоднородного 
дифференциального уравнения с 
запаздывающим аргументом. Анализ 
полученных результатов показывает, 
что учет временного лага существенно 
влияет на характер изменения валово-
го внутреннего продукта в зависимос-
ти от времени. В частности показано, 
что с возрастанием временного лага 
прирост валового внутреннего продук-
та убывает, а сам валовой внутренний 
продукт как функция от времени яв-
ляется возрастающей функцией. При 
этом, чем больше временной лаг, тем 
медленнее она возрастает.
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