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Проблема количественного измерения полезности
Цель исследования. Анализ литературы показывает, что в 
теории потребительского поведения распространена порядковая 
теория полезности. Для анализа потребительских предпочте-
ний применяют функцию полезности, которая характеризует 
величину полезности потребляемых товаров и услуг в шкале 
порядка. Причем для нахождения предельной полезности товара 
используют арифметические операции, которые невозможны 
в шкале порядка. Чтобы разрешить арифметические операции 
необходим количественный анализ функции полезности. Сле-
довательно, актуальной является проблема количественного 
измерения функции полезности. 
Проблема измерения возникает и в теории принятия решений. 
Например, метод анализа иерархий является популярным мето-
дом решения многокритериальных задач, но содержит ошибоч-
ную модель субъективного измерения. По этой причине в теории 
принятия решений появляются другие методы, которые должны 
заменить метод анализа иерархий. Активно развивается теория 
важности критериев. Однако в теории важности критериев 
также не решена проблема количественного измерения. 
Длительное время проблема измерения существует и в психо-
физике. Существование двух несовпадающих психофизических 
законов противоречит классической теории измерений. Недавно 
предложено решение этой проблемы методом рейтинга. Доказана 
эквивалентность основных законов психофизики. В данной работе 
предлагается использовать метод рейтинга для измерения пред-
почтений в теории полезности и в теории принятия решений.
Материалы и методы. Областью определения рейтинга яв-
ляется множество упорядоченных пар объектов. Причем на 
множестве упорядоченных пар определена композиция (опера-
ция сложения) объектов. Рейтингом называем число, которое 
присваивают в ходе измерения упорядоченной паре объектов. 

Предполагается, что рейтинг сохраняет операцию композиции 
упорядоченных пар. 
Для проведения измерения выбирается арифметическая опера-
ция. Результат измерения должен совпадать с результатом 
арифметической операции. Результатом арифметическая 
операции является разность или отношение значений величины. 
Значения рейтинга совпадают с результатом арифметической 
операции (с точностью до изоморфизма).
Аддитивность рейтинга использована для проверки адекват-
ности результатов измерений. Для этого предполагается не-
зависимость рейтинга от способа измерения. Теоретическим 
обоснованием независимости является условие изоморфизма. 
Эмпирическим подтверждением независимости является эк-
вивалентность основных психофизических законов. 
Результаты. В работе излагается аксиоматический подход к 
проблеме измерения. Измерение можно проводить как объек-
тивными, так и субъективными способами. Сформулировано 
аксиоматическое и классическое определение рейтинга. Из 
аксиоматического определения следует классическое определение 
для специального множестве объектов. Классическое определе-
ние является конструктивным. Для проверки адекватности 
результатов измерений достаточно сопоставить рейтинги, 
полученные разными способами измерения (метод альтернатив).
Заключение. Метод рейтинга является методом количествен-
ного измерения. Метод рейтинга можно использовать при 
построении модели потребительского поведения и в теории 
принятия решений.

Ключевые слова: теория измерений, закон Фехнера, закон Сти-
венса, метод анализа иерархий, теория важности критериев, 
рейтинг, функция полезности.

Purpose of the study. Analysis of the literature shows that the ordinal 
theory of utility is widespread in the theory of consumer behavior. 
To analyze consumer preferences, a utility function is used, which 
characterizes the value of the utility of the consumed goods and 
services on a scale of order. Moreover, to find the marginal utility 
of a product, arithmetic operations are used, which are impossible 
on a scale of order. To allow arithmetic operations, a quantitative 
analysis of the utility function is required. Consequently, the problem 
of quantitative measurement of the utility function is relevant.
The measurement problem also arises in decision theory. For 
example, the hierarchy analysis method is a popular method for 
solving multicriteria problems, but contains an erroneous model of 
subjective measurement. For this reason, other methods appear in 
decision-making theory that should replace the method of analyzing 
hierarchies. The theory of the importance of criteria is being actively 
developed. However, the theory of the importance of criteria also does 
not solve the problem of quantitative measurement.
For a long time, the problem of measurement has also existed in 
psychophysics. The existence of two mismatched psychophysical 
laws contradicts the classical theory of measurements. Recently, a 
rating solution has been proposed. The equivalence of the basic laws 
of psychophysics has been proved. In this paper, it is proposed to 
use the rating method to measure preferences in utility theory and 
in decision theory.
Materials and methods. The domain of the rating is the set of ordered 
pairs of objects. Moreover, the composition (operation of addition) 
of objects is defined on the set of ordered pairs. A rating is a number 
that is assigned during a measurement to an ordered pair of objects. 

The rating is assumed to preserve the operation of composition of 
ordered pairs.
An arithmetic operation is selected to carry out the measurement. The 
measurement result must match the result of the arithmetic operation. 
The result of an arithmetic operation is the difference or ratio of the 
values of the quantity. The rating values coincide with the result of 
the arithmetic operation (up to isomorphism).
The additivity of the rating is used to check the adequacy of the 
measurement results. For this, it is assumed that the rating is 
independent of the measurement method. The theoretical justification 
for independence is the isomorphism condition. The empirical 
confirmation of independence is the equivalence of the basic 
psychophysical laws.
Results. The paper presents an axiomatic approach to the 
measurement problem. Measurement can be carried out in both 
objective and subjective ways. The axiomatic and classical definition 
of the rating has been formulated. The axiomatic definition implies the 
classical definition for a special set of objects. The classic definition 
is constructive. To check the adequacy of the measurement results, it 
is enough to compare the ratings obtained by different measurement 
methods (method of alternatives).
Conclusion. The rating method is a quantitative measurement method. 
The rating method can be used to construct a model of consumer 
behavior and in decision-making theory.

Keywords: measurement theory, Fechner’s law, Stevens’s law, 
hierarchy analysis method, criteria importance theory, rating, utility 
function.
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Введение

Задачей количественного 
измерения является эмпириче-
ское определение количествен-
ной структуры [1], [2]. Наиболее 
просто определить аддитивную 
количественную структуру [3]. 
Физические величины: масса, 
длина, время имеют аддитив-
ную структуру. Аддитивность 
является естественным усло-
вием для проверки адекватно-
сти результатов измерений. Но 
даже не все физические вели-
чины аддитивны. Такие как 
температура или плотность не 
аддитивны. Полезность, изме-
ряемая субъективно, не являет-
ся аддитивной. Для измерения 
таких величин рассматривают 
репрезентативную теорию из-
мерений [4]. 

В основе репрезентатив-
ной теории измерений лежит 
теория множеств (отношения 
множеств) [4], [5], [6]. В репре-
зентативной теории измерений 
предполагается существование 
для каждого свойства, подле-
жащего измерению, некоторой 
эмпирической системы с от-
ношениями. Операции между 
элементами множества отдель-
но не рассматриваются, а счи-
таются также отношениями. 
Например, двухместная опера-
ция сложения сводится к трех-
местному отношению между 
элементами. 

Такая формулировка опе-
рации создала ряд трудностей, 
связанных с тем, что числовая 
система с некоторыми отно-
шениям не всегда может быть 
сведена к полю действитель-
ных чисел, для элементов ко-
торого  определены  операции 
сложения, взятия противопо-
ложного значения, умножения 
и деления [7]. Кроме того, в 
репрезентативной теории из-
мерений отсутствует встро-
енный механизм проверки 
адекватности. Поэтому суще-
ствуют многочисленные при-
меры ошибочного применения 
алгебраических операций при 
построении математических 
моделей. Например:

1. Парето предполагал, что 
порядковые шкалы полезности 
достаточны для формулировки 
определения экономическо-
го равновесия. Тем не менее 
в теории Парето используют 
дифференцируемость функции 
полезности и операции вычи-
тания. В шкале порядка воз-
можны логические операции, 
но невозможны арифметиче-
ские действия. Следовательно 
вычитание является посторон-
ней операцией в модели Паре-
то [8], [9]. Опираясь на ошибку 
Парето, Хикс утверждал, что 
везде, где полезность появля-
ется в экономической теории, 
она может быть заменена по-
рядковой полезностью [10], 
[11]. Это ложное утверждение 
повторяется в современной 
экономической литературе. 
Если результатом измерения 
является отношение порядка и 
определена шкала порядка, то 
арифметические действия неу-
местны [9]. 

2. Пусть в результате из-
мерения определены разности 
значений

sij = λ1(ui – uj), i, j = 1, 2, ..., n,

где sij – известная разность зна-
чений, ui – неизвестные зна-
чения величины, λ1 – посто-
янная масштаба измерения. 
Например, в методе анализа 
иерархий в результате изме-
рения определены разности 
значений. Но в методе анали-
за иерархий вместо операции 
вычитания используют опера-
цию деления, которая является 
посторонней арифметической 
операцией [12]. В многочис-
ленных работах обращают 
внимание на некорректность 
метода иерархий [13], [14]. 

3. Если найдены отношения 

hij = (vi /vj)
λ2, i, j = 1, 2, . . ., n.

где hij – известное отношение 
значений, vi – неизвестные 
значения величины λ2 – посто-
янная масштаба измерения; то 
для значений величины опре-
делена шкала логарифмиче-
ских интервалов. Тем не менее 
в теории важности критериев 

в этом случае используют не-
допустимые арифметические 
операции (шкалу отношений) 
[15], [16]. 

В данной работе предлага-
ется применять новую матема-
тическую модель количествен-
ного измерения, в которой 
определены бинарные опера-
ции между элементами мно-
жества. Решение проблемы 
измерения состоит в  опреде-
лении условий, при которых 
операциям над числами соот-
ветствуют операции над эмпи-
рическими величинами. Чтобы 
избежать ошибок моделирова-
ния разработан метод количе-
ственного измерения – метод 
рейтинга [17], [18]. Можно 
считать, что рейтинг опира-
ется не на теорию множеств, 
а на общую теорию функций 
(теорию категорий). В методе 
рейтинга числа присваиваются 
не объектам, а упорядоченным 
парам объектов (ωi, ωj). Обла-
стью определения рейтинга 
является множество упоря-
доченных пар объектов. На 
множестве упорядоченных пар 
определена композиция (опе-
рация сложения). Рейтинг  – 
это отображение, которое 
сохраняет композицию упоря-
доченных пар. 

Значения рейтинга находят 
на основании результатов из-
мерения. Для проведения из-
мерения выбирается алгебра-
ическая операция. Результат 
измерения должен совпадать 
с результатом алгебраической 
операции. Результатом алге-
браической операции является 
разность или отношение зна-
чений величины. Для разности 
значений определена шкала 
интервалов, для отношения – 
шкала логарифмических ин-
тервалов. Поэтому нет пробле-
мы с выбором шкалы. 

Аддитивность рейтинга по-
зволяет проверить адекват-
ность результатов измерений 
[19]. Постулируется независи-
мость рейтинга от способа из-
мерения. Эмпирическим под-
тверждением независимости 
является эквивалентность ос-
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новных психофизических за-
конов (изоморфизм алгебраи-
ческих структур). 

Новая теория измерений

В работах Дж. Барзилая [8], 
[9] разработана новая теория 
измерений. Эта новая теория 
кратко изложена в этом разде-
ле. Наиболее важными элемен-
тами этой теории являются:

• Классификация моделей 
измерений по математическим 
операциям;

• Принцип отражения;
• Условие однородности.
Сущность измерения за-

ключается в построении мате-
матической системы, которая 
служит моделью для данной 
эмпирической системы. Цель 
этой конструкции – дать воз-
можность применения ма-
тематических операций для 
нахождения значений вну-
три математической системы. 
Шкалы, которые позволяют 
применять операции сложения 
и умножения, вычитания и де-
ления называются сильными. 
Показано, что все модели клас-
сической теории измерения 
порождают слабые шкалы, к 
которым операции сложения и 
умножения неприменимы. Для 
действительных чисел можно 
выполнить операции сложения 
и умножения, но такие опера-
ции являются посторонними, 
поскольку они не отражают 
соответствующие эмпириче-
ские операции. Посторонние 
операции нельзя проводить на 
значениях шкалы — они не-
уместны и неприменимы; их 
применение к значениям шка-
лы является ошибкой модели-
рования. 

Принцип отражения явля-
ется существенным элемен-
том моделирования, который 
не был признан в классиче-
ской теории измерения. Он 
утверждает, что операции 
внутри математической систе-
мы применимы тогда и толь-
ко тогда, когда они отражают 
соответствующие операции 
внутри эмпирической систе-

мы. По принципу отражения 
необходимым условием при-
менимости операции над зна-
чениями шкалы является су-
ществование соответствующей 
эмпирической операции. То 
есть принцип отражения при-
меним в обоих направлениях и 
данная операция применима к 
математическому образу толь-
ко в том случае, если эмпири-
ческая система снабжена соот-
ветствующей операцией.

Основной результат новой 
теории состоит в том, что су-
ществует только одна модель 
сильного измерения предпо-
чтения – модель одномерного 
аффинного пространства (чис-
ловая прямая). Кроме того, 
множество объектов должно 
быть подмножеством точек в 
одномерном аффинном про-
странстве. 

Для выполнения измерений 
удобно использовать метод 
рейтинга [18]. Метод рейтин-
га является методом количе-
ственного измерения конеч-
ного или счетного множества 
объектов ω1, ω2, …, ωn, …, . Для 
метода рейтинга характерны 
следующие элементы: 

Областью определения рей-
тинга является множество упо-
рядоченных пар (ωi, ωj), i ≥ j.

На множестве упорядочен-
ных пар определена компози-
ция (операция сложения). 

Рейтинг – это отображение, 
которое каждой паре объектов 
(ωi, ωj), i ≥ j, ставит в соответ-
ствие численное значение. 

Рейтинг преобразует ком-
позицию пар в сумму значений 
(сохраняет операцию). 

Далее в работе теория ме-
тода рейтинга рассматривается 
более подробно.

Измерение

В метрологии сравнение 
объектов по величине явля-
ется единственным способом 
получения измерительной 
информации [20]. Для изме-
рения достаточно рассматри-
вать конечное число объектов 
ω1, ω2, …, ωn, которые можно 

сравнить попарно по вели-
чине. Аксиоматически опре-
делены только три варианта 
получения измерительной ин-
формации [20]. В результа-
те измерения объектов ωi и 
ωj можно выяснить какой из 
объектов больше по величине, 
или на сколько больше, или во 
сколько раз больше. Измере-
ния можно проводить объек-
тивно, используя физические 
приборы, или субъективно, на 
основании ответов респонден-
та. 

Предполагается, что каждо-
му объекту ωi можно поставить 
в соответствие значения вели-
чины ui = u(ωi) или vi = v(ωi) ко-
торые являются действитель-
ными числами. В результате 
измерения получаем:

I. Отношение порядка
ui ≥ uj (ui ≤ uj). 

II. Разность значений
(ui – uj) 

III. Отношение значений
(vi / vj). 

В первом случае арифме-
тические операции для значе-
ний величины не определены. 
Здесь важно подчеркнуть, что 
значения ui и uj являются дей-
ствительными числами, для 
которых формально определе-
ны операции сложения и ум-
ножения. Но поскольку нет 
эмпирического обоснования 
таким операциям, то склады-
вать и умножать числа ui и uj 
нельзя. Аналогично, во втором 
случае определена только опе-
рация вычитания, а в третьем 
случае – только операция де-
ления. Применение к значе-
ниям величины посторонних 
операцией, которые не соот-
ветствуют эмпирическим опе-
рациям, является ошибкой мо-
делирования [8]. 

Определение. Измерение – 
это объективно-эмпирическая 
операция, которая каждой 
упорядоченной паре объектов 
(ωi,  ωj) ставит в соответствие 
действительное число – ре-
зультат измерения. Результа-
том измерения является раз-
ность (ui – uj) или отношение 
(vi / vj) значений. Числа ui и 
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vi называют значениями вели-
чины. 

Теперь сформулируем усло-
вие для проверки адекватности 
результатов измерений. Спо-
соб экспериментальной про-
верки аддитивности для раз-
ности субъективных значений 
рассматривался еще О.  Хол-
дером в его аксиомах для от-
резков прямой. На этот факт 
обратил внимание Дж. Мичелл 
[1]. Считаем, что результатом 
измерения является разность 
значений (ui  –  uj), которая 
определяется эмпирически. 
Для разности значений форму-
лируем условие аддитивности 

(ui – uj) = 
	 = (ui – uk) + (uk – uj)	 (1)

где i, j, k = 1, 2, …, n. Условие 
(1) естественно использовать 
для проверки адекватности ре-
зультатов измерений (разно-
стей). В том случае, когда ре-
зультатом измерения являются 
отношения значений (vi  /  vj) 
должно выполняться тожде-
ство

	 ln(vi / vj) =
	 = ln(vi / vk) + ln(vk / vj) 	(2)

где i, j, k = 1, 2, …, n. Это тож-
дество можно использовать 
для экспериментальной про-
верки адекватности результа-
тов измерений (отношений) 
аналогично равенству (1). 

Пусть в результате изме-
рения определены разности 
значений (ui  –  uj) = λRij, где  
i, j = 1, 2, …, n, Rij – числен-
ное значение, полученное в 
результате измерения; λ – по-
стоянная масштаба. Если для 
результатов измерений выпол-
няется условие (1), тогда суще-
ствует общее решение систе-
мы уравнений ui – uj = λRij i, 
j = 1, 2, …, n, которое име-
ет вид ui = Ri1λ1 + С1, где λ1,  
С1 – постоянные. Решение 
определено с точностью до 
линейного преобразования 
(в шкале интервалов). 

Пусть теперь эксперимен-
тально получены отношения 
значений (vi  / vj) = exp(λRij), 
λ  – постоянная масштаба и 

результаты измерений удов-
летворяют условию (2). Тог-
да для системы уравнений: 
ln(vi / vj) = λRij, i, j = 1, 2, …, n, 
существует общее решение 
вида ln(vi) = λ2Ri1 + С2, где λ2, 
С2 – постоянные. В этом слу-
чае значения vi также являются 
количественными (определены 
в шкале логарифмических ин-
тервалов). 

Вывод. Если результатом 
измерения является разность 
значений – определена шка-
ла интервалов, если отноше-
ние – шкала логарифмических 
интервалов. Если известны 
только отношения, то шкала 
отношений не определена. 

Классическое определение 
рейтинга. 

Считаем, что множество 
объектов ω1, ω2, …, ωn упорядо-
чено по возрастанию. Предпо-
лагается, что каждому объекту 
ωi можно поставить в соответ-
ствие значения величины ui и 
vi. Классическое определение 
рейтинга основано на понятии 
объектов, величина которых 
изменяется равномерно. Счита-
ем, что для таких объектов раз-
ности и отношения последова-
тельных значений постоянны, 
(ui+1 – ui) = λ1, (vi+1 / vi) = λ2, 
λ1, λ2 – неизвестные постоян-
ные. Для пары объектов ре-
зультат измерения (разность и 
отношение значений) находит-
ся по формулам 

	 (ui – uj) = λ1(i – j),	 (3)
	 ln(vi / vj) = λ2(i – j) , 	 (4)

где i, j = 1, 2, …, n; причем зна-
чения величины ui определе-
ны с точностью до линейного 
преобразования, ui = C1 + λ1i. 
Аналогично логарифмические 
значения величины vi имеют 
вид ln(vi) = C2 + λ2 i.

Покажем теперь, что суще-
ствует взаимно-однозначное 
отображение значений величи-
ны ui и vi, которое сохраняет 
результат алгебраической опе-
рации. Пусть C1 = λ1 и C2  = 
λ2. Тогда ui = λ1(i + 1), ln(vi) =  
= λ2(i + 1). Следовательно ото-

бражение u = λln(v) с постоян-
ной λ  =  λ1  /  λ2 устанавливает 
взаимно однозначное соответ-
ствие между значениями ui и vi. 
Кроме того, разности (ui – uj) 
и отношения (vi / vj) связаны 
формулой

	 λ2 (ui – uj) = λ1ln(vi / vj),	 (5)

где i, j = 1, 2, …, n. Из равен-
ства (5) следует, что отобра-
жение u = λln(v) преобразует 
отношения (vi / vj) в разности 
(ui – uj) и тем самым сохраняет 
результат алгебраической опе-
рации. 

Функция u = λln(v) явля-
ется изоморфизмом, который 
переводит множество положи-
тельных действительных чисел 
с делением (R+, /) в действи-
тельные числа с вычитанием 
(R, –). Равенство (5) означа-
ет, что изоморфизм переводит 
отношения (vi / vj) в разности 
(ui – uj). Пользуясь терминоло-
гией алгебры, можно говорить, 
что изоморфизм сохраняет ре-
зультат алгебраической опе-
раций. Алгебраисты не разли-
чают изоморфные структуры. 
Такие структуры называют эк-
вивалентными. 

Показано, что при равно-
мерном изменении величины 
существует два равноправных 
способа определить значения 
величины. Причем значения 
величины в общем случае не 
совпадают. Поэтому опреде-
лим рейтинг – характеристику 
величины, которая не зависит 
от способа измерения. Обо-
значим левую и правую часть 
равенства (5) символом Rij и 
будем называть рейтингом два 
отображения 

	 Rij = λ2(ui – uj),	 (6)

	 Rij = λ1ln(vi / vj), 	 (7)

где λ1, λ2 – постоянные мас-
штаба, ui и vi – значения ве-
личины. 

Пример. Пусть сумма денег 
v0 после каждого года увеличи-
вается на одно и то же число 
процентов p. В результате сум-
ма вклад за k лет увеличится до 
размера vk = v0  (1+p)k. Суще-
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ствует два способа попарного 
сравнения вкладов за i и j лет. 
Можно определить отношение 
сумм vi / vj 

vi / vj = (1+p)i– j,

или найти на сколько лет один 
вклад отличается от другого 

ui – uj = i – j.

Тем самым получены ре-
зультаты измерения двумя спо-
собами. Рейтинг определяем 
по формуле (6) с λ2 = 1 или по 
формуле (7) с λ1 = 1/ln(1 + p), 
тогда Rij = i – j. В разобранном 
примере оба способа измере-
ния равноправны и рейтинг не 
зависит от способа измерения. 

Аксиоматическое 
определение рейтинг

Будем рассматривать мно-
жество объектов ω1, ω2, …, ωn. 
Областью определения рей-
тинга является множество упо-
рядоченных пар (ωi, ωj), i ≥ j, 
для которых определена опера-
ция сложения 

(ωi, ωk) + (ωk, ωj) = (ωi, ωj),

где i, j, k ∈ 1, 2, …, n. Рей-
тинг – это отображение, кото-
рое каждой паре объектов (ωi, 
ωj), i ≥ j, ставит в соответствие 
действительное число Rij, при-
чем выполняется равенство 

	 Rij = Rik + Rkj, 	 (8)

где Rij = R(ωi, ωj). Удобно счи-
тать, что для рейтинга выпол-
няется дополнительное усло-
вие 

	 Rij = – Rji.	 (9)

где i, j = 1, 2, …, n. 
Предполагается, что каждо-

му объекту можно поставить 
в соответствие значения ве-
личины ui = u(ωi) и vi = v(ωi). 
Значения величины связаны 
с рейтингом зависимостью 
(6) и (7), где i, j = 1, 2, …, n;  
λ1, λ2 – постоянные. Значения 
ui определены в шкале интер-
валов, значения vi – в шкале 
логарифмических интервалов. 

Для нахождения рейтинга 
выбираем операцию измерения 

и получаем в результате изме-
рения отношения (vi / vj) или 
разности (ui – uj). На основа-
нии результатов измерений 
находим рейтинг по формулам 
(6) или (7). Областью значе-
ний рейтинга в формулах (8), 
(9) является матрица рейтинга 
(Rij). 

Кроме того, возможна си-
туация, когда матрица рей-
тинга частично определена. 
Например, матрица рейтинга 
частично определена если в 
результате измерения опре-
делены разности (ui – u1),  
i = 1, 2, …, n. В этом случае из-
вестен первый столбец матри-
цы рейтинга. Будем говорить, 
что определена область на-
чальных значений, если матрица 
рейтинга частично определена 
и существует однозначное про-
должение с области начальных 
значений на матрицу рейтин-
га по формулам (8), (9). Так, 
если определен первый стол-
бец матрицы (Rij), то элементы 
столбца с номером j находят по 
формуле 

Rij = Ri1 – Rj1,

где i = 1, 2, …, n. Следователь-
но первый столбец является 
областью начальных значений. 

Для измерения величины 
объектов следует рассматри-
вать их взаимодействия друг с 
другом (рейтинги), вместо того 
чтобы принять один из объек-
тов в качестве единицы изме-
рения. Под способом измерения 
будем понимать фиксирован-
ную операцию измерения и 
заданную область начальных 
значений. Причем должны вы-
полняться принципы:

1. Все способы измерения 
совершенно равноправны. Ни-
какой способ не имеет преи-
мущества. 

2. Рейтинг не зависит от 
способа измерения. 

Пример. Пусть требуется 
сравнить полезность двух де-
нежных сумм xi и xj. Методом 
Фехнера можно определить 
разность значений (ui – uj), 
методом Стивенса – отноше-
ние значений (vi / vj). Будем 

считать, что результаты изме-
рений и денежные суммы свя-
заны законами Фехнера и Сти-
венса [18], которые запишем в 
виде 

	 ui – uj = λ1(ln(xi) – ln(xj)) 	(11)

	 ln(vi / vj) =
	 = λ2 (ln(xi) – ln(xj)), 	 (12)

λ1, λ2 – постоянные; xi – де-
нежная сумма; ui, vj – значения 
полезности суммы. Сопоставив 
равенства (11) и (12) видим, что 
законы Фехнера и Стивенса 
отличаются операцией измере-
ния и совпадают с точностью 
до изоморфизма u = λln(v). 
Кроме того, из равенств (11) 
и (12) следует, что выполня-
ется равенство (5), тем самым 
сохраняется операция измере-
ния. Следовательно, существу-
ет рейтинг, который не зависят 
от способа измерения. Поэтому 
оба способа измерения равно-
правны. Таким образом для 
экспериментальных законов 
Фехнера и Стивенса выполня-
ются принципы измерения. 

Если значения полезности 
в левой части равенств (11) и 
(12) заменить рейтингом по 
формулам (6) и (7), то получим 
один и тот же закон. Объеди-
ненный закон Фехнера-Сти-
венса запишем в виде

	 Rij = λln(xi / xj)	 (13)
Rij – рейтинг полезности де-
нежных сумм, xi – денежные 
суммы, λ – постоянная. Ак-
сиоматическое определение 
рейтинга позволяет проверить 
адекватность результатов из-
мерений. Для этого находят 
рейтинги альтернативными 
способами и проверяют, что 
рейтинги не зависят от спосо-
ба измерения.

Метод альтернатив

Для нахождения рейтинга 
необходимо выбрать способ 
измерения. Альтернативные 
способы измерения могут от-
личаться: 

1. Операцией измерения.
2. Областью начальных зна-

чений.
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3. Операцией измерения и 
областью начальных значений.

Измерения можно прово-
дить методом семантического 
дифференциала [22]. Респон-
дент сравнивает по величи-
не объекты и указывает целое 
число от -8 до 8. Число долж-
но соответствовать степени 
превосходства объекта ωi над 
объектом ωj. Результаты из-
мерений могут содержать слу-
чайные ошибки. Метод се-
мантического дифференциала 
в такой формулировке имеет 
определенную аналогию с ме-
тодом анализа иерархий (метод 
МАИ [12]). Метод МАИ слу-
жит для обоснования приня-
тия решений в условиях опре-
деленности. В методе анализа 
иерархий элементы матрицы 
парных сравнений являются 
результатом парного сравне-
ния по фундаментальной шка-
ле степени предпочтительно-
сти объекта ωi по отношению 
к объекту ωj. 

Пример. В монографии 
Т.Л.  Саати расстояния между 
шестью городами попарно со-
поставлял пассажир, субъек-
тивно оценивая длительность 
полета, «скуку в самолете» [12]. 
Две строки матрицы представ-
лены в таблице 1. 

Причем, в первой строке 
находятся результаты сравне-
ния третьего объекта со всеми, 
а во второй строке – шестого 
объект со всеми. Например, 
сравнивая третий объект со 
вторым получаем дробь 1 / 9, 
так как второй объект макси-
мально превосходит третий 
[12]. 

Метод МАИ базируется на 
психофизическом законе Фех-
нера. Для значений в законе 
Фехнера определена разность. 
Поэтому есть основание отно-
шения из таблицы 1 заменить 
разностями как в таблице 2. 
Например, дробь u3 / u2 = 1/ 9 
преобразована в разность (u2 – 
u3) = 9 – 1. 

Таблица 2 фактически по-
лучена методом семантическо-
го дифференциала. Проверку 
адекватности результатов из-

мерений выполним методом 
альтернатив [19]. В данном 
случае операция измерения 
фиксирована (разность значе-
ний), области начальных значе-
ний не совпадают (различные 
строки матрицы рейтинга). Ис-
пользуя результаты измерений 
(таблица 2), находим альтерна-
тивные значения рейтинга ri6(1) 
и ri6(2) по формулам 

ri6(1) =
	 = λ1((ui – u3) – (u6 – u3),	 (14)

и
	 ri6(2) = λ2(ui – u6).	  (15)

Рейтинги ri6(1) ri6(2) имеют 
разные области начальных зна-
чений (третья и шестая строка 
матрицы рейтинга). Считаем, 
что результаты измерений в 
формулах (14) и (15) опреде-
лены с точностью до неизвест-
ных постоянных λ1 и λ2. Посто-
янные λ1 и λ2 выбраны таким 
образом, что выполняются ус-
ловия нормировки r16(1) = 10 и 
r16(2) =10. Результаты расчетов 
значений ri1(1) и ri1(2) приве-
дены в первой и второй строке 
таблицы 3. Среднее альтерна-
тивных значений получают по 
формуле

	 ri6 = (ri6(1) + ri6(2)) / 2 	(16)

Вектор средних значений ri6 
находится в третьей строке та-
блицы 3. 

В основу оценки адекват-
ности модели измерения поло-
жен анализ качества уравнений 
регрессии r6 на r(1) и r6 на r(2). 
В данном случае коэффициен-
ты корреляции ρ1 = ρ(r6, r(1)) 
и ρ2 = ρ(r6, r(2)) близки к еди-
нице (ρ1 = 0,996 и ρ2 = 0,997) 
и значимы по критерию Стью-
дента (α = 0,05). Поэтому при-
нимаем гипотезу об адекватно-
сти модели измерения. 

В рассматриваемом приме-
ре мы имеем дело с измере-
ниями, которые в психологии 
называют психофизическими. 
В психофизической модели 
измерения величину измеря-
ют двумя методами – субъек-
тивно и объективно. В нашем 
случае результаты измерения 
должны быть связаны психо-
физическим законом Фехне-
ра – Стивенса в виде (13), где 
Rij – субъективно полученный 
рейтинг расстояний, xi – объ-
ективные значения расстоя-
ний. Для экспериментальной 
проверки выполнения закона 
Фехнера – Стивенса (13) по 
значениям переменной ri6 и 
выражения ln(xi / x6) построим 

Таблица 1

Отношения предпочтений
Таблица 1

Отношения предпочтений

 u3 / ui 1/8 1/9 1 1/6 1/5 2
u6 / ui 1/7 1/9 1/2 1/6 1/6 1

Таблица 2

Альтернативные способы измерения
Таблица 2

Альтернативные способы измерения

(ui – u3) 7 8 0 5 4 -1
(ui – u6) 6 8 1 5 5 0

Таблица 3

Альтернативные значения рейтинга
Таблица 3

Альтернативные значения рейтинга

r(1) 10,0 11,3 1,3 7,5 6,3 0,0
r(2) 10,0 13,3 1,7 8,3 8,3 0,0
r6 10 12,3 1,5 7,9 7,3 0
x 5729 7449 660 2732 3658 400
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эмпирическое уравнение ре-
грессии вида 

r = b0 + b1 ln(x / x6)

r, x – переменные; b0, b1 – ко-
эффициенты регрессии. На 
рисунке приведены диаграмма 
рассеяния и линия регрессии. 
Из рисунка видно, что резуль-
таты измерений достаточно 
хорошо согласуются с законом 
Фехнера – Стивенса (13). Для 
коэффициента b0 принимаем 
нулевую гипотезу b0 = 0 (до-
пустимый уровень значимости 
p = 0,5), для коэффициента b1 
нулевую гипотезу отклоняем 
с p = 0,01. Тем самым резуль-

таты расчетов подтверждают 
выполнение равенства (13). 
Аналогичный вывод можно 
сделать из визуального анализа 
графика на рисунке. 

Заключение 

В работе предлагается ак-
сиоматический подход к 
проблеме измерения. С этой 
целью дается определение 
рейтинга. Приведено клас-
сическое и аксиоматическое 
определение рейтинга. По-
казано, что измерение мето-
дом рейтинга можно прово-
дить как объективными, так 
и субъективными методами. 
Для проверки адекватности 
результатов измерений доста-
точно сопоставить рейтинги, 
полученные разными спосо-
бами измерения. 

Рис. Уравнение регрессии
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