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Использование статистических оценок 
в игре с природой как модели 
инвестирования
Цель исследования. Цель исследования состоит в разработке 
новых принципов принятия решений (принципов оптимальности) 
в играх с природой и их применении для анализа статистических 
данных и выбора стратегий фондового инвестирования.
Материалы и методы. В статье проведен анализ российской 
и зарубежной библиографии по проблеме исследования. Предло-
жена модель принятия решений в игре с природой с известными 
вероятностями состояний. В качестве оценки эффективности 
принимается математическое ожидание выигрыша игрока, а 
в качестве оценки риска – среднеквадратическое отклонение 
или дисперсия. Эта двухкритериальная задача формализу-
ется путем перевода оценки эффективности в ограничение. 
В результате для случая смешанных стратегий возникает 
нелинейная (квадратичная) задача математического програм-
мирования. Для ее решения применяется подход, основанный на 
использовании функции Лагранжа и условий оптимальности 
Каруша-Куна-Таккера. В качестве приложения полученных 
методов рассматриваются задачи фондового инвестирования.
Результаты. Получены аналитические методы решения указан-
ной оптимизационной задачи и алгоритм поиска оптимальных 
смешанных стратегий. Приведены практические примеры при-
менения предложенного подхода на реальных статистических 
данных. В качестве исходных данных в настоящем исследовании 

послужили котировки акций российских компаний электроэнер-
гетической отрасли за период с 01.07.2020 по 01.10.2020, взятые 
с сайта Инвестиционной компании «ФИНАМ». Разработанный 
метод позволяет находить по формулам оптимальную стра-
тегию и соответствующие ей значения доходности и риска 
на основе только исходных данных (статистических харак-
теристик финансовых инструментов и порогового значения 
доходности), т.е. дает, на наш взгляд, удобный инструмент 
анализа для инвестора.
Заключение. Понятие принципа оптимальности в задачах при-
нятия решений в условиях неполной информации является весьма 
неоднозначным. Лицо, принимающее решение, должно иметь 
возможность выбирать из спектра моделей принятия решений, 
отражающих зависимость вида рационального поведения от 
имеющейся информации и его отношения к риску. В работе 
предложена модель такого типа для случая вероятностной 
неопределенности, которая приводит к задаче минимизации 
дисперсии как оценки риска при ограничении снизу на матема-
тическое ожидание как оценки эффективности.

Ключевые слова: управление риском, принцип оптимальности, 
двухкритериальный подход, математическое ожидание, сред-
неквадратическое отклонение.

Purpose of the study. The aim of the research is to develop new 
principles of decision making (principles of optimality) in games with 
nature and their application to analyze statistical data and choose 
strategies for stock investment.
Materials and methods. We analyze Russian and foreign bibliography 
on the research problem. A model of decision making in a game with 
nature with known state probabilities is proposed. The mathematical 
expectation of the player's payoff is taken as an assessment of 
efficiency, and the standard deviation or variance is taken as a risk 
assessment. This two-criterion task is formalized by transferring 
the efficiency assessment into a constraint. As a result, for the case 
of mixed strategies, a nonlinear (quadratic) task of mathematical 
programming arises. To solve it, an approach based on the Lagrange 
function and the Karush-Kuhn-Tucker optimality conditions is used. 
As an application of the methods obtained, the problems of stock 
investment are considered.
Results. Analytical methods for solving the indicated optimization 
problem and an algorithm for finding optimal mixed strategies are 
obtained. Practical examples of application of the proposed approach 
on real statistical data are given. As the initial data in this study, 

we used stock quotes of Russian companies in the electric power 
industry for the period from 01.07.2020 to 01.10.2020, taken from the 
website of the FINAM Investment Company. The developed method 
allows one to find the optimal strategy and the corresponding values 
of profitability and risk based on only the initial data (statistical 
characteristics of financial instruments and the threshold value of 
profitability), i.e. provides, in our opinion, a convenient analysis 
tool for the investor.
Conclusion. The concept of the principle of optimality in decision 
making problems under conditions of incomplete information is very 
ambiguous. The decision maker should be able to choose from a range 
of decision making models that reflect the dependence of the type of 
rational behavior on the available information and the attitude to risk. 
The paper proposes a model of this type for the case of probabilistic 
uncertainty, which leads to the problem of minimizing variance as a 
risk assessment with a lower bound on the mathematical expectation 
as an assessment of efficiency.

Keywords: risk management, principle of optimality, two-criterion 
approach, mathematical expectation, standard deviation. 
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Введение

Процесс принятия решений в условиях не-
полной информации можно формализовать как 
«игру с природой». Учет неопределенности и 
нейтрализация связанных с ней потерь при вы-
боре решения называется управлением риском. 
При этом в зависимости от имеющейся у лица 
принимающего решение (ЛПР) информации о 
состояниях природы и его отношения к риску 
необходимо определить принцип оптимально-
сти, т.е. отображение множества всех стратегий 
в некоторое его подмножество. Случай вероят-
ностной неопределенности, когда имеется ин-
формация о вероятностях состояния природы, 
будем называть принятием решений в стохасти-
ческих условиях. 

Авторы многих работ по принятию решений 
(см., например, [11, 12, 16, 18, 20]) предлагают 
ЛПР использовать для анализа экономических 
задач только один из известных в теории игр 
с природой критериев эффективности: Вальда, 
Сэвиджа, Гурвица, Байеса. При таком подходе, 
с одной стороны, получается решение в чистых 
стратегиях, что не всегда соответствует предпо-
чтениям ЛПР, а, с другой стороны, не учиты-
вает риск, как одну из важных составляющих 
моделирования экономической ситуации. Как 
известно, критерии Вальда, Гурвица, Байеса 
предполагают максимизацию только значение 
выигрыша, а критерий Сэвиджа – минимиза-
цию потерь.

Применение математических методов при 
принятии решений с учетом риска также рас-
сматривалось рядом авторов (см., например, 
[1–7, 9, 10, 13–15, 17, 19, 21–23]). Остановимся 
на некоторых работах, в которых аппарат тео-
рии «игр с природой» описывает оптимизаци-
онные модели управления риском. В работе 
[5] экономические задачи управления риском 
решаются на основе использования линейной 
свертки критериев Вальда и Сэвиджа. В статье 
[3] предлагается принцип гарантированного ре-
зультата (принцип минимакса), а также оценка 
риска по Сэвиджу в задачах нахождения оп-
тимальной стратегии с учетом риска. В статье 
[2] излагался двухкритериальный подход «эф-
фективность – риск» к определению принципа 
оптимальности при принятии решений в сто-
хастических условиях. В качестве оценки эф-
фективности использовалось математическое 
ожидание выигрыша, а в качестве оценки ри-
ска – функция VAR. Эта функция определяет-
ся как вероятность события, при котором вы-
игрыш ЛПР не больше некоторого порогового 
значения, выступающего в качестве аргумента. 
Функция VAR и дисперсия являются наиболее 
широко используемыми величинами в качестве 
оценки риска (см, например, [9, 10, 13–15, 17, 
19, 21–23]). В данной работе мы используем 

среднеквадратическое отклонение (СКО) и дис-
персию.

Пусть ЛПР имеет возможность выбрать одну 
из стратегий (альтернатив) i = 1, …, n, при из-
вестном наборе возможных вариантов состо-
яний внешней среды (природы) j = 1, …, m. 
Выигрыш от i-го решения при j-м состоянии 
внешней среды есть aij. Например, в задачах 
фондового инвестирования это могут быть до-
ходности финансовых инструментов при раз-
личных сценариях развития. Матрица выигры-
шей от реализации возможных решений есть 
A = ||aij||. Зная вероятности состояний природы 
qj, ЛПР выбирает стратегию, которая приведет 
по возможности к наибольшему выигрышу и к 
как можно меньшим потерям вследствие неод-
нозначности исхода из-за неполноты информа-
ции. Эти критерии, как правило, противоречи-
вы – чем более эффективен способ инвестиций, 
тем он более рискован. Поэтому выбор принци-
па оптимальности основан на некотором ком-
промиссе между ними.

Минимизация риска с ограничением 
по доходности

Итак, в качестве оценки эффективности 
стратегии i примем математическое ожидание 

выигрыша a a qi ij j
j

m

=
=

∑
1

, а в качестве оценки ри-

ска – СКО 2 0.5

1

( ( ) )
m

i ij i j
j

a a qσ
=

= −∑ .

Рассмотрим постановку задачи двухкритери-
альной оптимизации, в которой функция мате-
матического ожидания выигрыша переведена в 
ограничение с нижним пороговым значением 
a0. В чистых стратегиях получаем задачу

 
 

0

1
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m
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Смешанная стратегия в задаче инвестирова-
ния может интерпретироваться как распределе-
ние средств в разные финансовые инструменты. 
Как показывают расчеты на реальных данных 
российского фондового рынка, в частности, 
рассматриваемый далее пример, случайные зна-
чения доходностей финансовых инструментов 
слабо коррелированы. Поэтому в данной работе 
мы будем предполагать, что такая коррелиро-
ванность отсутствует или ею можно пренебречь. 
Заметим, что полученные далее результаты мо-
гут быть обобщены на случай учета коррелиро-
ванности случайных доходностей.

Обозначим через pi долю средств, вкладыва-
емых в i-й финансовый инструмент. Величины 
aij будем интерпретировать как доходности фи-
нансовых инструментов при соответствующих 
состояниях природы (экономических ситуаци-
ях). Тогда математическое ожидание доходно-
сти стратегии p = (p1, …, pn) – портфеля инве-
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стора, есть 
1

n

i i
i

a p
=
∑ , а СКО случайной величины

доходности при отсутствии коррелированности 

определяется по формуле 
 

2 2 0.5

1

( )
n

i i
i

pσ σ
=
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Постановка задачи на минимум СКО при 
ограничении снизу на математическое ожида-
ние доходности в смешанных стратегиях имеет 
вид
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1
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Изложим метод нахождения оптимальных 
истинно смешанных (содержащих не менее двух 
ненулевых компонент) стратегий. В дальней-
шем будем считать, что все ͞ai различны. Если 
две стратегии имеют одинаковые математиче-
ские ожидания доходности, то при равенстве 
СКО они эквивалентны и одну из них можно 
исключить, а когда одна из них имеет большее 
СКО, то она не может входить в оптимальную 
стратегию.

При 
0

1
max ii n

a a
≤ ≤

≤  множество S непусто, замкну-
то и ограничено, поэтому задача (2) имеет ре-
шение. Так как при возведении в квадрат целе-
вой функции решение не меняется, то функцию 
Лагранжа для задачи (2) можно представить в 
виде

2 21
02

1 1 1

( , , ) ( ) ( 1)
n n n
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Для ненулевых компонент pi условия опти-

мальности имеют вид σi
2pi – λ͞ai – μ = 0, i ∈ I0. 

Отсюда 
2

i
i

i

a
p

λ µ
σ

+
= .

Если первое ограничение в задаче (2) явля-
ется существенным (активным на оптимальном 
решении), то имеем два линейных уравнения 

0

1 1

, 1
n n

i i i
i i

a p a p
= =

= =∑ ∑ . Подставляя выражение для

pi в эти уравнения, получаем систему уравнений 
для нахождения λ и μ:

  1 2 0 2 3, 1,k k a k kλ µ λ µ+ = + =  (3)

где k1, k2, k3 – величины, выражающиеся через 
исходные данные задачи (2):
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Покажем, что имеет место k1k3 – k2
2 > 0 ∀I0, 

содержащего хотя бы два индекса. Для этого 
воспользуемся неравенством Коши-Буняков-
ского: 〈x, y〉2 ≤ ||x||2 ⋅ ||y||2. Введем вектора x и y 

с компонентами x
a

i
i

i

=
�

 , yi
i

=
1

�
, i ∈ I0. Тог-

да ||x||2 = k1, ||y||2 = k3, 〈x, y〉 = k2 и k1k3 – k2
2 ≥ 0. На 

самом деле в неравенстве Коши-Буняковского 

имеет место равенство только в случае коллине-
арности векторов x и y. По предположению все 

͞ai различны и векторы с компонентами x
a

i
i

i

=
�

и yi
i

=
1

�
 не являются коллинеарными. Значит,

при наличии не менее двух компонент у этих 
векторов выражение k1k3 – k2

2 является поло-
жительным. Поэтому определитель системы (3) 
строго больше нуля, и система имеет решение 
 3 0 2

2

1 3 2

k a k
k k k
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=

−
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2

1 3 2

k k a
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µ −
=

−
. При этом в силу ус-

ловий ККТ должно выполняться λ ≥ 0 (если λ 
отрицательно, то условия не выполнены и этот 
случай отбрасывается).

Тогда имеем следующие формулы для на-
хождения решения задачи (2):

 0 3 0 2
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 pi
0 = 0, i ∉ I0. (5)

Формулы (5) справедливы как при λ0 > 0, 
так и при λ0 = 0. Последний (вырожденный) 
случай имеет место при k3a0 – k2 = 0. Тогда

2

0 1 2 0 1 3 2

2 2
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k k a k k k
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. Если же первое

ограничение в задаче (2) не является активным, 

то λ0 = 0, а 0

3
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k
µ =  из второго уравнения. В лю-

бом случае при λ0 = 0 имеют место формулы 
0
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= = . Учитывая выражение для k3, име-

ем 
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( )i i

i I i

p σ
σ

−

∈

= ∑ , что соответствует извест-

ным в финансовой математике формулам для 
портфеля минимального риска.

Определим доходность портфеля мини-

мального риска: 
 

0 0

1

min 2 2

1
( ) i

i I i Ii i

a
a

σ σ
−

∈ ∈

= ∑ ∑ . Тогда при

а ≤ amin решением задачи (2) является портфель 
минимального риска, а при а > amin ограниче-
ние по доходности является активным, и реше-
ние находится по формулам (5).

Алгоритм нахождения решения задачи (2) 
включает перебор множеств ненулевых ком-
понент I0. Так как для задачи выпуклого про-
граммирования (2) условия оптимальности ККТ 
являются и достаточными, то если появляется 
удовлетворяющее им решение (с учетом усло-
вия неотрицательности производных в нуле, 
которое имеет вид 0 0 0iaλ µ+ ≤ , i ∉ I0, а также 
условий λ0 ≥ 0 и pi

0 ≥ 0, i ∈ I0), оно оптималь-
но. В реальных задачах инвестирования число 
стратегий (видов финансовых инструментов) 
редко превышает 8–10 и решение находится 
весьма быстро. Перебор имеет смысл начинать 
с множества всех индексов I = {1, …, n}, затем 
отбрасывать по одному и т.д., что позволяет по-
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строить дерево с вершинами, соответствующи-
ми различным I0, и использовать метод ветвей 
и границ.

Пример нахождения стратегии 
инвестирования в акции российских компаний 
электроэнергетической отрасли

Инвесторы, принимая решение на фондо-
вом рынке, прогнозируют будущие цены (или 
доходности) финансовых инструментов. В свою 
очередь при прогнозировании будущих доход-
ностей можно использовать фундаментальный 
или технический анализ. Фундаментальный 
анализ основан на исследовании закономер-
ностей, которые определяют стратегию в дол-
госрочной перспективе, а технический анализ 
предполагает исследование предыдущих зна-
чений показателей финансовых инструментов 
(например, доходностей) для краткосрочных 
или среднесрочных сделок [7].

Технический анализ предполагает следую-
щую процедуру обработки информации. Если 
имеются статистические данные для каждого 
актива, то в матрице выигрышей каждой стро-
ке будет соответствовать набор статистических 
значений доходностей. Состояниями природы 
здесь являются моменты времени, вероятность 
каждого состояния есть 1/m, где m – длина вре-
менного ряда (количество моментов времени) 
для каждого актива. Несмещенная оценка для 
математического ожидания определяется по 

формуле 
 

1

1

m

i ijm
j

a a
=

= ∑ , а несмещенная оценка для

СКО – по формуле 
  

( )
0,5

2

1

1

1

m

i ij i
j

a a
m

σ
=

 
= − − ∑ .

Проведем технический анализ и найдем 
оптимальную стратегию инвестирования, ис-
пользуя реальные данные о котировках акций 
российских компаний за период с 01.07.2020 
по 01.10.2020. Были выбраны четыре отно-
сительно успешные компании электроэнер-
гетической отрасли, а именно, ОАО «ЛЭСК» 
(«Липецкая энергосбытовая компания», 
LPSB), ОАО «Самараэнерго» (SAGO), ПАО 
«Федеральная гидрогенерирующая компания 
– РусГидро» (HYDR), ПАО «Якутскэнер-
го» (YKENP). На рис. 1 приведены значения 
цен закрытия акций всех рассматриваемых 
компаний за указанный период, экспортиро-
ванных в файл Excel (данные взяты с сайта 
Инвестиционной компании «ФИНАМ» [8]). 
На основании данных о еженедельных ценах 
закрытия рассчитаны ежедневные значения 
доходностей компаний, средние значения до-
ходностей, дисперсии, СКО и ковариации за 
данный период (см. рис. 1).

Стратегия 1 – вложение в акции компании 
ЛЭСК, стратегия 2 – вложение в акции ком-
пании Самараэнерго, стратегия 3 – вложение 

в акции компании РусГидро, стратегия 4 – 
вложение в акции компании Якутскэнерго. 
Средние значения доходностей при этом рав-
ны ͞a1 = 0.00109 (0.109%), ͞a2 = 0.00531 (0.531%),  
͞a3 = 0.00005 (0.005%) и ͞a4 = 0.00226 (0.226%), 
дисперсии равны σ1

2 = 0.00038, σ2
2 = 0.00330,  

σ3
2 = 0.00018 и σ4

2 = 0.00097. При этом все кова-
риационные моменты за исключением одного 
принимают значения порядка 10-5 – 10-6, поэто-
му ими можно пренебречь. Ковариация доход-
ностей акций компаний Самараэнерго и Якут-
скэнерго равна 0.00028, что на порядок меньше 
дисперсии доходности компании Самараэнерго 
0.00330 и, с учетом округления до четвертого 
знака, на порядок меньше дисперсии доходно-
сти компании Якутскэнерго 0.00097. Поэтому и 
этой ковариацией можно пренебречь.

Пусть в задаче (1) a0 = 0.002 (0.2%). Ограни-
чения задачи (1) выполняются для стратегий 2 
и 4, и решением в чистых стратегиях является 
вложение в акции компании Якутскэнерго.

Решим задачу (2) в смешанных стратегиях 
при том же пороговом значении доходности  
a0 = 0.002. Для этих данных задача имеет вид

2 2 2 2

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

0.00038 0.00330 0.00018 0.00097 min,

0.00109 0.00531 0.00005 0.00226 0.002,

1, 0, 1,2,3,4.

p

i

p p p p

p p p p
p p p p p i

+ + + →

+ + + ≥
+ + + = ≥ =

Приведем для наглядности подробную про-
цедуру решения этой задачи с использованием 
формул (4) и (5). Возьмем I0 = {1, 2, 3, 4}, тогда 
по формулам (4)

0

2 2 2 2

1 2

2

0.00109 0.00531 0.00005

0.00038 0.00330 0.00018

0.00226
0.011694,

0.00226

i

i I i

a
k
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= = + + +

+ =

∑

0

2 2

0.00109 0.00531 0.00005

0.00038 0.00330 0.00018

0.00226
7.10245,

0.00226

i

i I i

a
k

σ∈

= = + + +

+ =

∑

Рис. 1. Котировки акций компаний ЛЭСК, 
Самараэнерго, РусГидро, Якутскэнерго  
и их статистические характеристики
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0

3 2

1 1 1 1

0.00038 0.00330 0.00018

1
9541.71.

0.00226

i I i

k
σ∈

= = + + +

+ =

∑

.

При этом условие k1k2 – k2
2 > 0 выполняется: 

0.01694 · 9541.71 – 7.102452 = 111.1424. Исполь-
зуя формулы (5), имеем

0 3 0 2

2

1 3 2

9541.71 0.002 7.10245
0.10780

111,1424

k a k
k k k

λ − ⋅ −
= = =

−
,

0 1 2 0

2

1 3 2

0.01694 7.10245 0.002
0.00003

111,1424

k k a
k k k

µ − − ⋅
= = =

−
,

а компоненты оптимальной смешанной страте-
гии инвестирования есть

0 0

0 1

1 2

1

0.10780 0.00109 0.00003
0.37599

0.00038

a
p

λ µ
σ

+ ⋅ +
= = = ,

0 0
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a
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λ µ
σ

+ ⋅ +
= = = ,

0 0

0 3

3 2

3

0.10780 0.00005 0.00003
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a
p

λ µ
σ

+ ⋅ +
= = = ,

 0 0

0 4

4 2

4

0.10780 0.00226 0.00003
0.27510
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a
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λ µ
σ
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При этом целевая функция в оптимальной 
точке принимает значение 0.00024. Таким обра-
зом, решением является вложение в акции всех 
четырех компаний.

Решим задачу (1) с математическим ожи-
данием в ограничении, в котором пороговое 
значение равно a0 = 0.003 (0.3%). Тогда огра-
ничение задачи выполняется для стратегии 2. 
Поэтому решением в чистых стратегиях являет-
ся вложение в акции компании Самараэнерго.

Решим задачу (2) в смешанных стратегиях при 
том же пороговом среднем значении доходно-
сти равным a0 = 0.003. Возьмем I0 = {1, 2, 3, 4}, 
тогда величины, рассчитываемые по форму-
лам (4), имеют те же значения: k1 = 0.01694, 
k2 = 7.10245, k3 = 9541.71. Произведем теперь 
расчеты, используя формулы (5):

9541.71 0.003 7.10245
0.19365

111,1424
λ ⋅ −

= = ,

 0.01694 7.10245 0.003
0.00004

111,1424
µ − ⋅

= = − ,

1

0.19365 0.00109 0.00004
0.45379

0.00038
p ⋅ −

= = ,

p
2

0 19365 0 00531 0 00004

0 00330
0 29955=

⋅ −
=

. . .

.
. ,

3

0.19365 0.00005 0.00004
0.16312

0.00018
p ⋅ −

= = − ,

4

0.19365 0.00226 0.00004
0.40978

0.00097
p ⋅ −

= = .

Условие неотрицательности pi
0 ≥ 0, i ∈ I0,  

в данном случае не выполняется, значит, дан-

ный вектор p решением не является. Так как 
при этом p3 отрицательное, то можно предпо-
ложить, что оптимальная смешанная стратегия 
содержит третью нулевую компоненту. Поэтому 
возьмем I0 = {1, 2, 4}, тогда

 2 2 2

1

0.00109 0.00531 0.00226
0.01692

0.00038 0.00330 0.00226
k = + + = ,

2

0.00109 0.00531 0.00226
6.81673

0.00038 0.00330 0.00226
k = + + = ,

 
3

1 1 1
3988.952

0.00038 0.00330 0.00226
k = + + = ,

k1k2 – k2
2 = 21.02581 > 0, и по формулам (5) 

имеем

0 3988.952 0.003 6.816727
0.24494

21,02581
λ ⋅ −

= = ,

 0 0.01692 6.816727 0.003
0.00017

21,02581
µ − ⋅

= = − ,

p1
0 = 0.26030, p2

0 = 0.34313, p3
0 = 0, p4

0 = 0.39658.
Условие 0 0

3 0aλ µ+ ≤  для отброшенной тре-
тьей стратегии (вложение в акции компании 
РусГидро) выполняется:

0 0

3 0.24494 0.00005 0.00017 0.00016aλ µ+ = ⋅ − = − . 

Так как условия оптимальности для задачи 
(2) являются необходимыми и достаточными, то 
дальнейший перебор подмножеств множества 
индексов не требуется, и решением является 
вложение в акции компаний ЛЭСК, Самараэ-
нерго и Якутскэнерго. Значение целевой функ-
ции в оптимальной точке равно 0.00057.

Решение задачи (1) с пороговым значением 
математического ожидания равным a0 = 0.004 
(0.4%) совпадает с решением для a0 = 0.003, т.е. 
решением в чистых стратегиях является вложе-
ние в акции компании Самараэнерго. 

Решим задачу (2) в смешанных стратегиях 
при пороговом среднем значении доходности 
равным a0 = 0.004. Возьмем I0 = {1, 2, 3, 4}, 
тогда величины, рассчитываемые по форму-
лам (4), имеют те же значения: k1 = 0.01694, 
k2 = 7.10245, k3 = 9541.71. Произведем теперь 
расчеты, используя формулы (5):

 9541.71 0.004 7.10245
0.27950

111,1424
λ ⋅ −

= = , 

0.01694 7.10245 0.004
0.00010

111,1424
µ − ⋅

= = − ,

1

0.27950 0.00109 0.00010
0.53159

0.00038
p ⋅ −

= = ,

2

0.27950 0.00531 0.00010
0.41829

0.00330
p ⋅ −

= = ,

3

0.27950 0.00005 0.00010
0.49344

0.00018
p ⋅ −

= = − ,

4

0.27950 0.00226 0.00010
0.54356

0.00097
p ⋅ −

= = .
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Условие неотрицательности pi
0 ≥ 0, i ∈ I0, в 

данном случае не выполняется, значит, данный 
вектор p решением не является. Аналогично 
предыдущему будем предполагать, что опти-
мальная смешанная стратегия содержит третью 
нулевую компоненту, так как p3 отрицательное. 
Поэтому возьмем I0 = {1, 2, 4}, тогда для данно-
го случая величины k1, k2, k3 рассчитаны в пре-
дыдущем примере, т.е. имеют значения 0.01692, 
6.81673 и 3998.952 соответственно, и по форму-
лам (5) λ = 0.43466, μ = –0.00049, p1 = –0.05372, 
p2 = 0.55010, p3 = 0, p4 = 0.50362.

Условие неотрицательности для i ∈ I0 = 
= {1, 2, 4} в данном случае снова не выполняет-
ся, значит, вектор p с нулевой компонентой p3 
решением не является. Предположим, что опти-
мальная смешанная стратегия содержит первую 
и третью нулевую компоненту. Поэтому возь-
мем I0 = {2, 4}, тогда

2 2

1

0.00531 0.00226
0.01379

0.00330 0.00226
k = + = ,

2

0.00531 0.00226
3.93388

0.00330 0.00226
k = + = ,

3

1 1
1333.439

0.00330 0.00226
k = + = ,

k1k3 – k2
2 = 2.91338 > 0, и по формулам (5) имеем

0 1333.439 0.004 3.93388
0.48050

2,91338
λ ⋅ −

= = , 

0 0.01379 3.93388 0.004
0.00067

2,91338
µ − ⋅

= = − ,

p1
0 = 0, p2

0 = 0.57068,  p3
0 = 0, p1

0 = 0.42932. 

Условия 0 0

1 0aλ µ+ ≤  и 0 0

3 0aλ µ+ ≤  для отбро-
шенных первой и третьей стратегий (вложение в 
акции компаний ЛЭСК и РусГидро) выполняется:

0 0

1 0.48050 0.00109 0.00067 0.00015aλ µ+ = ⋅ − = − ,
0 0

3 0.48050 0.00005 0.00067 0.00065aλ µ+ = ⋅ − = − .

Значит, решением является вложение в ак-
ции компаний Самараэнерго и Якутскэнерго. 
В этом примере значение целевой функции в 
оптимальной точке равно 0.00125.

В таблице содержатся характеристики ше-
сти стратегий инвестирования: доли средств, 

вкладываемые в акции компаний, средняя до-
ходность, дисперсия. Портфель 1 соответствует 
стратегии минимального риска, нахождение со-
ставов портфелей 2, 3 и 4 приведено в данном 
пункте, состав портфеля 5 найден аналогично, 
и процедура его нахождения здесь не приводит-
ся. Портфель 6 соответствует чистой стратегии с 
наибольшей возможной доходностью.

На рис. 2 изображено эффективное множе-
ство стратегий с отмеченными на нем опти-
мальными стратегиями согласно таблице.

Рис. 2. Оптимальные стратегии инвестирования на 
эффективном множестве

Заключение

Понятие принципа оптимальности в задачах 
принятия решений в условиях неполной инфор-
мации является весьма неоднозначным. ЛПР 
должен иметь возможность выбирать из спектра 
моделей принятия решений, отражающих зави-
симость вида рационального поведения от име-
ющейся информации и его отношения к риску. 
В работе предложена модель такого типа для слу-
чая вероятностной неопределенности, которая 
приводит к задаче минимизации дисперсии как 
оценки риска при ограничении снизу на мате-
матическое ожидание как оценки эффективно-
сти. Выбор порогового значения в ограничении 
отражает компромисс между эффективностью и 
риском и подлежит выбору ЛПР. Естественно, 
увеличение этого порогового значения приводит 
к уменьшению степени диверсификации инве-
стиционного портфеля и росту дисперсии.

Таблица

Решения задачи инвестирования при различных пороговых значениях доходности

Стратегия 
(портфель)

Доли средств Дисперсия 
портфеля

Средняя 
доходность 
портфеляЛЭСК Самараэнерго РусГидро Якутскэнерго

1 0.27831 0.03173 0.58195 0.10801 0.000105 0.00074
2 0.37599 0.18082 0.16719 0.275998 0.00024 0.002
3 0.260297 0.34313 0 0.396575 0.00057 0.003
4 0 0.57068 0 0.429319 0.00125 0.004
5 0 0.89797 0 0.10203 0.00267 0.005
6 0 1 0 0 0.003302 0.00531
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