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METHODS BY APPLYING MINIMUM 
OF POLYHEDRAL NORMS TO 
REGRESSION PROBLEMS

The method of a solution of a regression 
problem for a case of determination of the 
affine function approximating set of given 
points is considered. It consists in applica-
tion of matrix correction of the input dates by 
the polyhedral norm optimality criterion. At 
first as auxiliary the problem of the correc-
tion of inconsistent linear equation systems 
by applying polyhedral norms minimum is 
expound. The received results are confirmed 
by computing experiments.
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1. Введение
Задачи регрессии обычно возникают при обработке экспериментальных дан-

ных, полученных в результате измерений процессов или физических явлений, ста-
тистических по своей природе, или при высоком уровне помех (шумов). Задачей 
регрессионного анализа является подбор математических формул, наилучшим 
образом описывающих экспериментальные данные. Рассмотрим математическую 
постановку задачи, а также понятия, необходимые для дальнейшего изложения.

Одной из основных задач вычислительной математики является задача ин-
терполяции. Она заключается в построении функции f : X → Y из некоторого 
фиксированного класса функций Ф, такой, что поверхность, ею описываемая, 
точно проходит через имеющиеся точки данных (x1, y1), …, (xm, ym), то есть 

( ) , 1, , .i iy f x i m f= = ∈Φ (1.1)

Но в связи с тем, что данные зачастую получены экспериментальным путём, 
задача становится несобственной. В этом случае рассматривается задача оп-
тимальной коррекции (аппроксимации). Необходимо найти функцию, которая 
вместе с некоторым набором параметров [XH, yh] удовлетворяет условию (1.1), и 
данный набор параметров является «ближайшим» к [X, y] среди всех допустимых 
параметров. Под допустимыми понимаются параметры, при которых задача (1.1) 
является собственной. В качестве критерия «близости» в данной статье будем 
рассматривать какую-либо полиэдральную матричную норму.

Получаем следующую задачу коррекции (аппроксимации):
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Определение. φ,ψ-нормой матрицы A ∈ Rm×n будем называть величину
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где φ(∙), ψ(∙) – некоторые векторные нормы. 

В формуле (1.2) ║∙║φ,ψ – матричная φ,ψ-норма, для которой показатели соот-
ветствующих гёльдеровых векторных норм принимают значения из множества 
{1, ∞}.

Таким образом, в зависимости от X, Y, Ф, а также конкретного вида поли-
эдральной нормы получаем различные частные постановки задачи (1.2). Для 
рассматриваемой задачи регрессии и пространство ответов Y, и пространство 
признаков X являются числовыми (X = Rn, Y = R), Φ – скалярные аффинные 
функции нескольких переменных.

В работе [1] ранее были рассмотрены методы коррекции несобственных задач 
линейного программирования по минимуму произвольной матричной φ,ψ-норма, 
а в работе [2] – задача регрессии, критерием оптимальности решения которой 
выступала евклидова норма матрицы коррекции.

2. Коррекция систем линейных уравнений по минимуму 
полиэдральных норм

Решение различных частных случаев задачи (1.2), как будет показано далее, 
тесно связано с решением задач коррекции несовместных систем алгебраичес-
ких уравнений и неравенств с ограничениями на матрицу коррекции. Поэтому 
в данном пункте приведём все необходимые обозначения и теоремы.

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений 
 Ax = b, (2.1)
где A ∈ Rm×n – неизвестная матрица, x ∈ Rn и b ∈ Rm – заданные векторы.

Следующая задача объединяет формулировки задач, поставленных для кор-
рекции только матрицы коэффициентов системы (2.1) и коррекции вместе с ней 
вектора правых частей (см. [3]).
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Задача 1. Для заданного вектора x ∈ Rn найти матрицу 
[h H] ∈ Rm×n+1, где H ∈ Rm×n, h ∈ Rm, обладающую минималь-
ной ║∙║φ,ψ-нормой и такую, что система 
 (A + H)z = b – h (2.2)
становится совместной, причём x ∈ χ(A + H, b – h) 

Объединим формулировки утверждений, дающих реше-
ния для Задачи 1 в случаях коррекции только левой части и 
обеих частей, введя параметр 

0,  ,
1,  .
если корректируется только левая часть

l
если корректируются левая и правая части


= 


Получим следующую лемму. 
Лемма. Задача 1 разрешима, и, в частности, имеет реше-

ние из класса одноранговых матриц, задаваемое формулой
 [h(x) H(x)] = (b – Ax)yT (2.3)

где y ∈ Rn+1 – вектор, двойственный к вектору 1nl
R
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относительно нормы ║∙║φ. При этом
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Рассмотрим следующую задачу коррекции:
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В задаче (2.5) требуется найти минимальную расши-
ренную матрицу коррекции [h H], где вектор h является 
нулевым при l = 0. 

Теорема 1. Задача коррекции H(A,b) по минимаксному 
критерию (по минимуму ║∙║1,∞-нормы) эквивалентна задаче 
линейного программирования 
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Пусть существует (u0, z0, y0) – решение ЗЛП (2.6). Если 
указанное решение существует, то задача H(A,b) имеет 
решение, которое, в частности, может быть построено по 
следующим формулам 
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Теорема 2. Задача коррекции H(A,b) по минимуму  
║∙║1,1-нормы эквивалентна задаче линейного программи-
рования 
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Если существует (d0, z0, y0) – решение (2.7), то решение 
задачи H(A,b) строим по формулам 

h d x z
yi

i

m
0 0

1

0
0

0= =
=
∑ , ,

h y b a x i m j l nij i
i= − = =0 0 1( ), , ; , .

Теорема 3. Задача коррекции H(A,b) по минимуму 
║∙║∞, 1-нормы эквивалентна задаче математического про-
граммирования 
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(2.8)

Если существует (d0, q0, r0) – решение (2.8), то решение 
задачи H(A,b) строим по формулам 
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Теорема 4. Задача коррекции H(A,b) по минимуму 
║∙║∞,∞-нормы эквивалентна задаче математического про-
граммирования 
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(2.10)

Если существует (u0, q0, r0) – решение (2.10), то решение 
задачи H(A,b) строим по формулам 
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В теоремах 3 и 4 y0 – вектор, двойственный к вектору x0   
относительно нормы ║∙║1. 
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где k – количество максимальных компонент вектора x0.

В задачах (2.8) и (2.10) введён скаляр r
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но так как заранее неизвестно, какая из компонент вектора 
x в оптимальном решении будет максимальной, r может

принимать значение одной из дробей 
1
x
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