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Марковская модель представления 
чувственных образов для формирования 
модели внешнего мира*
Целью исследования является вероятностное описание функ-
ционирования когнитивной системы с учетом ее внутренней 
логики и взаимодействия с внешней средой. 
Такие понятия когнитивной теории, как чувственные образные 
представления, модели, системы являются наиболее общими, 
поэтому попытка их формализации является путем получения 
наиболее общих результатов. Одним из ключевых понятий 
когнитивной теории является гештальт, который понимается 
в настоящей работе как некое целостное восприятие чувствен-
ного образа, а также и сам чувственный образ Формализация 
(математическое описание) гештальтов, как и других понятий 
когнитивной теории встречает естественные затруднения, 
связанные с неопределенностью самих этих понятий.
С другой стороны, существуют хорошо разработанные мате-
матические модели поведения достаточно конкретизированных 
организационных систем, позволяющие получать содержатель-
ные результаты.
В связи с этим математическое описание достаточно широкого 
класса когнитивных систем, не ограниченное конкретным со-
держанием их функционирования, является актуальной задачей. 
В настоящем исследовании предполагается, что чувственные 
образы возникают в случайные моменты времени и воздейству-
ют на когнитивную систему с определенными вероятностями. В 
связи с этим одними из адекватных математических инстру-
ментов являются, по-видимому, теоретико-вероятностные 
методы, в частности, применение теории марковских процессов. 
Методом исследования в рамках принятой модели является 
применение теории марковских процессов, развивающихся 
в фиксированные моменты времени, т.е. марковских цепей. 
Считается, что функционирование когнитивной системы опи-
сывается абстрактными вероятностями изменений состояний 

системы. Такой подход позволяет формализовать процессы 
представления чувственных образов в когнитивной системе, 
с учетом как внутренней логики функционирования системы, 
так и взаимодействия системы с внешним миром. Основное 
внимание в исследовании уделено изучению влияния на поведение 
системы внешних по отношению к ней чувственных образов.
В результате предпринятого исследования показано, что учет 
внешних взаимодействий системы достигается введением в 
рассмотрение стохастической матрицы вероятностей реакций 
системы на внешние воздействия. С учетом хорошо разра-
ботанной теории марковских цепей получены аналитические 
выражения для вероятностей пребывания системы в каждом 
из возможных состояний. Исследовано влияние на поведение 
системы элементов матрицы вероятностей реакций системы, 
представлены соответствующие графики. Изучено асимпто-
тическое поведение системы при неограниченном увеличении 
числа шагов, изменяющих состояние системы, а также средние 
характеристики функционирования системы.
Отмечается, что представленное описание является формаль-
ным, оперирует только с вероятностными характеристиками 
системы и не учитывает конкретные сигналы, которые могут 
поступать в систему от ее датчиков, сенсоров и вообще чув-
ствительных элементов. В связи с этим дальнейшее развитие 
модели может быть связано с оценкой вероятностей реакции 
системы на внешние воздействия с учетом характеристик 
упомянутых конкретных сигналов, а также разработкой опти-
мальных алгоритмов принятия решений о наличии или отсут-
ствии воздействий на систему со стороны окружающего мира

Ключевые слова: когнитивная система, чувственный образ, 
стохастическая матрица, марковская цепь

The aim of the study is a probabilistic description of the functioning 
of the cognitive system, taking into account its internal logic and 
interaction with the external environment. 
Such concepts of cognitive theory as sensory imaginative representa-
tions, models, systems are the most common, so the attempt to 
formalize them is by obtaining the most common results. One of the 
key concepts of cognitive theory is Gestalt, which is understood in 
this work as a kind of holistic perception of the sensual image, as 
well as the sensual image. Formalization (mathematical description) 
of Gestalt, as well as other concepts of cognitive theory meets the 
natural difficulties associated with the uncertainty of these concepts.
On the other hand, there are well-developed mathematical models of 
behavior of quite specific organizational systems, allowing obtaining 
meaningful results.

In this regard, the mathematical description of a wide class of cog-
nitive systems, not limited to the specific content of their functioning, 
is an urgent task. In this study, it is assumed that sensory images 
occur at random times and affect the cognitive system with certain 
probabilities. In this regard, one of the adequate mathematical tools 
are, apparently, probability-theoretic methods, in particular, the 
application of the theory of Markov processes. 
The method of research within the framework of the adopted model is 
the application of the theory of Markov processes developing at fixed 
points in time, i.e. Markov chains. It is believed that the functioning 
of the cognitive system is described by abstract probabilities of changes 
in the system states. This approach allows formalizing the processes 
of representation of sensory images in the cognitive system, taking 
into account both the internal logic of the system and the interaction 
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of the system with the outside world. The main attention is paid to 
the study of the influence on the behavior of the system external to 
her sensual images.
As a result of the study shows that the inclusion of the interactions of the 
system is achieved by introducing the stochastic matrix of probabilities 
of the system response to external influences. Taking into account the 
well-developed theory of Markov chains, analytical expressions for the 
probabilities of the system in each of the possible states are obtained. 
The influence on the behavior of the system of elements of the matrix 
of probability reactions of the system is investigated, the corresponding 
graphs are presented. The asymptotic behavior of the system is studied 
with an unlimited increase in the number of steps that change the state 
of the system, as well as the average characteristics of the system.

It is noted that the presented description is formal, operates only 
with probabilistic characteristics of the system and does not take 
into account specific signals that can enter the system from its 
sensors, and generally sensitive elements. In this regard, the further 
development of the model may be associated with the assessment 
of the probability of the system response to external influences, 
taking into account the characteristics of these specific signals, as 
well as the development of optimal algorithms for decision-making 
about the presence or absence of impacts on the system from the 
outside world

Keywords: cognitive system, sensual image, stochastic matrix, 
Markov chain

Введение

На современном этапе изучения организа-
ционно-технических систем одной из основ-
ных тенденций является привлечение для их 
описания базовых понятий когнитивных наук. 
Поскольку такие понятия когнитивной теории, 
как чувственные образные представления, мо-
дели, системы являются наиболее общими, то 
и их практическое применение приведет к наи-
более общим результатам. В связи с этим отме-
тим, что такое основополагающее определение 
когнитивной теории как гештальт окончательно 
не сформулировано. В работах [1, 2] отмечает-
ся, что гештальт отличает целостность образных 
представлений, а в [3] Лакофф не определяя по-
нятия гештальта, рассматривает его существен-
ные свойства. Качественное сравнение работы 
когнитвных и компьютерных систем изучалось 
в [4].

Не вдаваясь в терминологические нюансы, 
которые обсуждаются, например, в [5, 6], далее 
будем полагать, что гештальтом является не-
кое целостное восприятие чувственного образа, 
которое позволяет когнитивной системе фор-
мировать представление о внешнем мире. Да-
лее для простоты будем называть чувственным 
образом не только процедуру восприятия, но и 
сами внешние воздействия.

Формализация, в том числе математическое 
описание процесса формирования гештальтов, 
наталкивается на трудности, связанные с общ-
ностью и неопределенностью самого понятия. 
Кузнецов О.П. [1], отмечает, что формализация 
основных понятий когнитивной теории состав-
ляет перспективные направления дальнейших 
исследований в этой области. Формированию 
концептуальных подходов к этой проблеме по-
священ ряд работ [7, 8, 9, 10]. 

Противоположным примером достаточно 
хорошо развитой математической теории ког-
нитивных систем является изучение организа-
ционных систем и методов управления такими 
системами. В частности, в работе [11] представ-
лено систематическое описание методов управ-
ления в организационных системах, основанное 
на математических моделях. Такое описание 

стало возможным благодаря весьма конкретным 
моделям, описывающим поведение организа-
ционных систем. В большинстве случаев такое 
описание использует методы исследования опе-
раций [12], теорию игр [13, 14, 15], теорию гра-
фов [16, 17].

Таким образом, существует определенный 
разрыв в формальном, математическом описа-
нии фундаментальных основ когнитивной те-
ории и практических прикладных задач. В ра-
ботах [18, 19, 20] предпринято функциональное 
описание когнитивных систем, которое, одна-
ко, не позволяет получить аналитические соот-
ношения, ее характеризующие. 

Таким образом, разработка достаточно об-
щих моделей когнитивных систем является в 
настоящее время актуальной. 

В преодолении упомянутого разрыва су-
щественным является выбор математическо-
го инструментария для описания когнитивных 
процессов. Поскольку сами когнитивные про-
цессы и их элементы являются весьма общими 
и абстрактными, то и математический аппарат, 
пригодный для их описания должен опериро-
вать с абстрактными понятиями. Представляет-
ся вполне очевидным, что чувственные образы 
возникают в случайные моменты времени и воз-
действуют на когнитивную систему с определен-
ными вероятностями. В связи с этим одними из 
адекватных математических инструментов явля-
ются, по-видимому, теоретико-вероятностные 
методы. В связи с этим перспективными явля-
ются подходы, связанные с введением в рассмо-
трение субъективных вероятностей и специаль-
ных функций полезности, отвечающих набору 
рациональных требований [21, 22].

Другим возможным подходом, используе-
мым в настоящей работе, является применения 
теории марковских процессов, оперирующих с 
абстрактными вероятностями изменений состо-
яний системы. Применение теории марковских 
процессов, развивающихся в фиксированные 
моменты времени, т.е. марковских цепей, по-
зволяет формализовать процессы представления 
чувственных образов в когнитивной системе.

Такая формализованная модель должна, оче-
видно, учитывать не только взаимодействие си-
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стемы с внешним миром, но и по возможности 
описывать внутреннюю логику функциониро-
вания систем. Некоторые задачи вероятност-
ного описания взаимных переходов состояния 
когнитивной системы в соответствии с ее вну-
тренней логикой изучены в работе [23]. 

В связи этим целью настоящей работы яв-
ляется вероятностное описание функциониро-
вания когнитивной системы с учетом ее вну-
тренней логики и взаимодействия с внешней 
средой. В настоящей работе модель учитывает 
стохастическую реакцию когнитивной системы 
на внешние раздражители, которые и принима-
ются за внешние чувственные образы. Основное 
внимание уделено изучению поведения когни-
тивной системы в зависимости от вероятност-
ных характеристик взаимодействия системы с 
внешним миром

Методом решения задачи является примене-
ние теории марковских цепей с двумя состоя-
ниями.

В результате решения задачи показано, что 
учет взаимодействия когнитивной системы с 
внешним миром достигается введением в рас-
смотрение матрицы вероятностей реакции си-
стемы на внешние воздействия. Получены 
аналитические выражения для вероятностей 
пребывания системы в каждом из возможных 
состояний в зависимости от упомянутых веро-
ятностей, представлены соответствующие гра-
фики. Изучено асимптотическое поведение си-
стемы при неограниченном увеличении числа 
шагов, изменяющих состояние системы, а так-
же средние характеристики функционирования 
системы.

1. Марковская модель когнитивной 
организационно-технической системы

В работе [19] дано описание функциониро-
вания модуля когнитивной системы, который 
подлежит изучению в настоящей работе. Клю-
чевую роль в функционировании когнитивных 
систем для решения задач целенаправленного 
поведения играет модуль формирования кон-
цептов – представлений. Модуль взаимодей-
ствует с внешним миром, получая чувственные 
образы, которые затем преобразуются в концеп-
ты – представления для выявления существен-
ных признаков чувственных образов. Приведен-
ное описание предполагает наличие в системе в 
процессе ее функционирования двух ключевых 
состояний.

Первое состояние, которое обозначим через 
А, характеризуется тем, что система свое состо-
яние не меняет, а второе состояние, которое 
обозначим через B, характеризуется тем, что 
система свое состояние изменила. Простейшая 
марковская модель такой системы предложена 
в работе [23] и формулируется следующим об-

разом. Система может находиться в одном из 
двух состояний А и B. Вводится в рассмотрение 
стохастическая матрица P одношаговых пере-
ходных вероятностей системы вида

 
1

1
a a

P
b b
− 

=   − 
 (1.1)

Если на предыдущем шаге система находи-
лась в состоянии А, то вероятность перехода в 
состояние B обозначена через c, а если на пре-
дыдущем шаге система находилась в состоянии 
B, то вероятность перехода в состояние А обо-
значена через b. Под шагом марковской цепи 
будем понимать любое изменение в состоянии 
системы, которое может произойти в любой 
дискретный момент времени, число которых 
изменяется от нуля (начальное состояние си-
стемы) до текущего шага n. 

Если кроме матрицы (1.1) ввести в рассмо-
трение и вектор начальных состояний системы 
P(0) = [pC(0) pB(0)], то марковская цепь полно-
стью определена и ее поведение может быть де-
тально изучено. 

Переход из состояния А в состояние B оз-
начает процедуру формирования обновленного 
концепта-представления, обратный переход ин-
терпретируется как восстановление состояния 
готовности к обработке нового чувственного 
образа. В этой трактовке указанные вероятно-
сти характеризуют как взаимодействие системы 
с внешним миром, так и собственную логику 
функционирования.

Однако в ряде случаев такое определение ста-
тистических свойств системы может оказаться 
чрезмерно общим. В самом деле, при этом от-
сутствует отдельное описание логики функцио-
нирования самой системы и случайный процесс 
взаимодействия системы с окружающим миром, 
т.е. возникновения на входе чувственных обра-
зов и описание реакции на них системы. 

 В связи с этим рассмотрим следующую ве-
роятностную модель взаимодействия системы 
с внешним миром. Пусть на некотором произ-
вольном шаге система находится в состоянии А. 
Измеритель, являющийся неотъемлемой частью 
системы, регистрирует на входе системы неко-
торый чувственный образ, содержащий призна-
ки, подлежащие сравнению с существенными 
признаками соответствующего концепта-пред-
ставления. Поскольку регистрация, измерение, 
фиксация и т.п. чувственного образа всегда 
сопровождается ошибками, то можно только с 
некоторой вероятностью s утверждать, что дан-
ный образ содержит признаки, не приводящие 
к изменению состояния системы, а с вероятно-
стью 1 – s содержит признаки, приводящие к 
изменению состояния. Другими словами, s яв-
ляется вероятностью того, что чувственный об-
раз «подействовал» на систему. На этом же шаге 
система в соответствии со своей внутренней ло-
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гикой принимает решение об изменении или не 
изменении своего состояния в соответствии с 
матрицей (1.1). В целом вероятности изменения 
состояний системы иллюстрируются схемой на 
рис. 1.

Из схемы следует, что вероятность измене-
ния состояния с А на B равна
 c = sa + (1 – s)(1 – b), (1.2)
а вероятность того, что система сохранит состо-
яние А
 1 – с = s(1 – a) + (1 – s)b (1.3)

Аналогичный подсчет показывает, что веро-
ятность изменения состояния с B на А равна
 d = sb + (1 – s)(1 – a),  (1.4)
а вероятность сохранения состояния В
 1 – d = s(1 – b) + (1 – s)a (1.5)

Числа c и d в формулах (1.2)–(1.5) могут 
рассматриваться как вероятности одношаговых 
переходов новой, обобщенной стохастической 
матрицы

 
 1

1
c c

G
d d
− 

=   − 
 (1.6)

Введенный ранее в рассмотрение вектор на-
чальных состояний системы P(0) остается, оче-
видно, без изменения.

Таким образом, в данной модели матрица 
одношаговых переходов Р (1.1) редуцируется в 
матрицу G одношаговых переходов (1.6) с со-

хранением вектора P(0) начальных состояний 
системы.

Отметим, что если ввести в рассмотрение ма-
трицу вероятностей реакции системы на внеш-
ние воздействия

 
1

1
s s

S
s s

− 
=   − 

, (1.7)

то матрицу G в (1.6) можно представить в виде 
произведения

 G = SP. (1.8)

В развернутом виде матрица G выглядит сле-
дующим образом: 

 
( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )
1 1 1 1

1 1 1 1
s a s b sa s b

G
sb s a s b s a

 − + − + − −
=  + − − − + − 

 (1.9)

В матрице G первая строка и первый столбец 
соответствует состоянию А, вторая строка и вто-
рой столбец – состоянию B.

 
2. Исследование поведения когнитивной 
системы в зависимости от взаимодействия 
с внешней средой

Поведение систем с матрицами перехода 
вида (1.7) хорошо изучено [24, 25, 26]. Для ис-
пользования известных результатов введем в 
рассмотрение следующие обозначения:

PA(n) – вероятность найти систему в состоя-
нии А через n шагов, 

pB(n) – вероятность найти систему в состоя-
нии B через n шагов,

P(n)= (pA(n)pB(n)) – вектор-строка вероятно-
стей состояний системы через n шагов 

P(0)= (pA(0)pB(0)) – вектор-строка начальных 
вероятностей состояний системы. 

Очевидно, что 

 pA(n) + pB(n) = 1, n = 0,1,… (2.1)

Матрица вероятностей одношаговых пере-
ходов G и строка начальных вероятностей P(0) 
полностью определяют поведение системы.

Вероятности состояния системы через n ша-
гов определяется матричным соотношением

 P(n) = P(0)Gn, (2.2)

где через Gn обозначена n-я степень стохастиче-
ской матрицы G.

Элементы gij(n) (i, j = 1,2) матрицы Gn опре-
деляют переходные вероятности системы через 
n шагов, причем
 g11 + g12 =1 (2.3)

 g21 + g22 =1 (2.4)

 
 ( ) ( )12 1 1

nc
g n c d

c d
 = − − − +

,  (2.5)

  
 ( ) ( )21 1 1

nd
g n c d

c d
 = − − − +

,  (2.6)
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Рис. 2. Схема вероятностей перехода системы 

из состояния В

Рис. 1. Схема вероятностей перехода системы 
из состояния А



Statistical and mathematical methods in economics

Statistics and Economics  V. 15. № 5. 2018 85

   ( ) ( )11 1
nd c

g n c d
c d c d

= + − −
+ +

, (2.7)

   ( ) ( )22 1
nc d

g n c d
c d c d

= + − −
+ +

, (2.8)

Подставляя выражения элементов матрицы 
Gn в (2.2), получим для элементов строки P(n)

  ( ) ( ) ( )( ) ( )1
0 0 1

n

A A Bp n d cp dp c d
c d

  = + − − −  +
, (2.9)

 
 ( ) ( ) ( )( ) ( )1

0 0 1
n

B B Ap n c dp cp c d
c d

  = + − − −  +
, (2.10)

Из соотношений (2.9) и (2.10) следует, что 
существует стационарное состояние при нео-
граниченном увеличении числа шагов:

  

( )
( )( )

( )( ) ( )( )
1 1

1 1 1 1

A A

d
p p

c d
sb s a

sa s b sb s a

∞ = = =
+

+ − −
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( )
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1 1

1
1 1 1 1

B B

A

p p

sa s b
p

sa s b sb s a

∞ = =

+ − −
= −

+ − − + + − −
 (2.12)

В соотношениях (2.11), (2.12) явно указаны 
вероятности s взаимодействия системы с внеш-
ней средой и легко поддаются изучению.

В соответствии с постановкой задачи будем 
интересоваться влиянием вероятностей воспри-
ятия системой чувственных образов на вероят-
ностное поведение системы в целом. 

Поведение вероятностей стационарного со-
стояния В, рассчитанные по соотношению 
(2.12) для некоторых значений параметров 
представлено на рис. 3. Видно отчетливое влия-
ние упомянутых вероятностей на вероятностное 
поведение системы в целом. 

С учетом трактовки переходных вероятно-
стей в дальнейшем будем интересоваться пере-
ходными вероятностями g12(n) и g21(n), связан-
ными с изменением состояний, а также одной 
из абсолютных вероятностей pВ(n) перехода си-
стемы через n шагов в состояние В.

На рис. 3 представлен пример поведения ве-
роятности состояния В системы в зависимости 
от числа шагов марковской цепи. Параметром 
является вероятность s восприятия системой 
чувственного образа. Из рисунка видно, что си-
стема практически достигает стационарного со-
стояния (2.12) через 10 шагов. 

На рис. 4 представлено поведение состояния 
В системы в зависимости от числа шагов мар-
ковской цепи, рассчитанное по соотношению 
(2.10). Параметром является вероятность s. Оче-
видно, стационарные вероятности состояния В, 
зафиксированные на рис. 4, практически совпа-
дают с аналогичными вероятностями на рис. 3. 
Рисунок иллюстрирует возможность определе-
ния динамики изменения состояния В системы 
в зависимости от числа шагов. Отметим, что 
для данных параметров системы стационарные 
состояния вида (2.12) достигаются практически 
за единицы шагов. Необходимо также отметить, 
что поведение указанной вероятности не всегда 
является монотонным. 

3. Среднее число коррекций существенных 
признаков

Логика функционирования системы дик-
тует необходимость оценки числа коррекций 
существенных признаков чувственного образа 
(обновлений концептов-представлений), реа-
лизуемых в системе (более конкретно – в мо-
дуле формирования концептов-представлений).  
В представленной модели такие коррекции реа-
лизуются в состоянии В, поэтому изучим стати-
стические характеристики марковской цепи по 
отношению к этому состоянию. В общем виде 
эта задача решена в [23]. 

Математическое ожидание случайного числа 
скорректированных к шагу номер n признаков 
равно

  ( ) ( )2 12
1

n

j
i

S n к g i
=

= ∑ ,  (3.1)

где через к12(i) обозначено математическое 
ожидание числа признаков, корректируемых на 

Рис. 3. Вероятность стационарного состояния B в 
зависимости от вероятности s

Рис. 4. Вероятность состояния В в зависимости от числа 
шагов и вероятностей s



Статистика и математические методы в экономике

86 Статистика и экономика  Т. 15. № 5. 2018

шаге номер i. Упрощение достигается, если по-
ложить, что все математические ожидания к12(i) 
не зависят от номера шага и одинаковы, т.е.
 к12(i) = к12 = к (3.2)

Тогда

 
 ( ) ( )12

1

n

i

S n к g i
=

= ∑ , (3.3)

Соотношение (3.3) может быть использовано 
для определения среднего числа шагов, необхо-
димых для коррекции первоначально восприня-
того системой чувственного образа. 

Легко заметить, что в соотношении (3.3) 
сумма представляет собой среднее число пре-
бываний системы в состоянии В, а среднее чис-
ло коррекций пропорционально этой величине.  
В связи с этим в данной ситуации удобно из-
учать поведение среднего числа пребываний 
системы в состоянии В, пример которого в за-
висимости от числа шагов цепи с параметром s 
представлено на рис. 5. 

Представляет интерес изучение среднего 
значения числа коррекций признаков системы 
при неограниченном увеличении числа шагов n. 
В работе [23] показано, что при неограничен-
ном возрастании n все более точным становится 
равенство

  
 ( ) ( )12

1

n

B
i

S n к g i knp
=

= =∑  (3.4)

Относительная погрешность такой замены 
равна

  
( ) ( )12 12

1 1

1 1n n

i i

knpB npB

к g i к g i
= =

λ = − = −

∑ ∑
 (3.5)

и стремится к нулю при неограниченном уве-
личении n. 

На рис. 6 представлено поведение относи-
тельной погрешности указанной замены. Оче-
видно, что и эта характеристика существенно 
зависит от параметра, являющегося вероятно-
стью реакции системы на внешние воздействия. 
Таким образом, если известно число признаков, 
подлежащих коррекции, то среднее число необ-
ходимых шагов определяется по формуле (3.3).

Заключение

В работе сформулирована достаточно общая 
модель случайного процесса формирования 
чувственных образов когнитивной системы в 
процессе ее функционирования, основанная на 
теории марковских цепей. Основными характе-
ристиками такой модели являются вероятности 
перехода системы из одного состоянии в другое. 
Ключевым аспектом модели является включе-
ние в рассмотрение наряду с вероятностями, 
определяемыми внутренней логикой системы 
также и вероятностей реакции системы на внеш-
ние чувственные образы, которые и формируют 
модель внешнего мира когнитивной системы. 
Модель позволяет проводить анализ поведения 
гипотетической когнитивной системы в зависи-
мости от указанных абстрактных вероятностей.

Представленное описание является фор-
мальным, оперирует только с вероятностны-
ми характеристиками системы и не учитывает 
конкретные сигналы, которые могут поступать 
в систему от ее датчиков, сенсоров и вообще 
чувствительных элементов. В связи с этим даль-
нейшее развитие модели может быть связано 
с оценкой вероятностей реакции системы на 
внешние воздействия с учетом характеристик 
упомянутых конкретных сигналов, а также раз-
работкой оптимальных алгоритмов принятия 
решений о наличии или отсутствии воздействий 
на систему со стороны окружающего мира.

Рис. 5. Среднее число пребывания системы в состоянии В Рис. 6. Относительная погрешность
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