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В работе изучаются общие закономерности моделей, основанных на 
вариационных методах различных задач оптимального управления пот-
реблением: принятия решений при управлении домашним хозяйством, а 
также моделей экономической динамики Харрода–Домара и Солоу. Роль 
оптимального управления в этих задачах играет функция потребления: 
в первой задаче – это функция потребления домашнего хозяйства, в 
модели Харрода–Домара – это совокупное потребление, а в модели 
Солоу – это среднедушевое потребление. Роль уравнения связи в пер-
вой задаче играет уравнение динамического баланса между доходами, 
расходами и накопленными сбережениями, в модели Харрода–Домара 
– уравнение динамического баланса между доходом и инвестициями, 
с предположением пропорциональности инвестиций и производной 
от дохода, а в модели Солоу роль уравнения связи играет уравнение 
динамического баланса между фондовооруженностью, народнохозяйс-
твенной производительностью труда и среднедушевым потреблением. 
Во всех рассматриваемых процессах задача оптимального управления 
ставится как задача максимизации функционала, выражающего интег-
ральную дисконтированную полезность потребления при справедливости 
уравнения связи. 
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Some ProPertIeS of the VArIAtIonAl ProBlemS of oPtImAl 
control of conSumPtIon

In this paper we study the General patterns of models based on variational 
methods in various problems of optimal control of consumption: decision-
making in the management of the household, as well as models of the 
economic dynamics of the Harrod–Domar and Solow. The role of optimal 
control in these tasks is played by the consumption function: in the first task 
is a function of consumption of the household, the model of Harrod–Domar is 
the aggregate consumption, as in the Solow model is per capita consumption. 
The role of the equation of when the first task is the equation of the dynamic 
balance between income, expenses, and accumulated savings, the model of 
Harrod–Domar – equation dynamic balance between income and investment, 
with the assumption of proportionality of investment and derivative income, 
as in the Solow model the role of the equation of the relationship is played 
by the equation of dynamic balance between the capitallabor ratio, economic 
productivity and per capita consumption. In all considered processes, the 
optimal control problem is formulated as a maximization problem of the 
functional expressing the integrated discounted utility of consumption under 
the equity equation.

Keywords: variational problem; coupling equation; optimal control; 
consumption; models of economic dynamics; utility function; integrated 
discounted utility of consumption.

1. Введение.
Итак, задачу оптимального управления 

в общем виде ставим, как задачу максимизации 
интегральной дисконтированной полезности 
потребления [1].
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Здесь t – время, t0 и t1 – начальный и конечный 
его моменты, а δ – коэффициент дисконтирования. 
Следуя [1] считаем, что полезность потребления 
оценивается функцией u(c), которая описывает 
постоянное отвращение к риску по Эрроу–Пратту:
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Чтобы обосновать (1.2) и обсудить ее эконо-
мический смысл, введем обозначение

g(c) = u׳(c). (1.3)
Тогда g(c) является предельной полезностью 

потребления. Далее, с учетом (1.2)
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Рассматривая (1.2), как дифференциальное 
уравнение с понижающей порядок уравнения 
заменой (1.3), получим
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2. Задача управления домашним хозяйством.
В задаче управления домашним хозяйством 

считаем, что накопленные сбережения x = x(t), 
процент по наличным деньгам ρ = ρ(t), зарплаты 
с пенсиями P = P(t) и потребление удовлетворяют 
уравнению динамического баланса, играющему 
роль уравнения связи

ẋ = ρx + P – c. (2.1)
Накопленные сбережения считаем закреплен-

ными на концах временного промежутка:

x(t0) = x0 ≥ 0, (2.2)

x(t1) = x1 ≥ 0. (2.3)
На с, играющую роль управления, вполне 

естественно наложить ограничение

+∞<≤≤< ccc0 , (2.4)
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где 
̅
c – прожиточный минимум, а c̅ – прожиточный 

максимум. Естественно рассмотреть ситуацию, когда 
выполнено фазовое ограничение

x ≥ 0. (2.5)
Принято: (1.1), (2.1) – (2.3) называть вариационной 

задачей.
Подставив в левую часть (1.1) потребление с из 

уравнения (2.1), найдем, что
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Таким образом, мы имеем задачу максимизации 
вариационного функционала (2.6) с закрепленными 
концами (2.2), (2.3).

Уравнение Эйлера для этой задачи будет иметь вид:
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Систему из (2.7) и (2.1) удается проинтегрировать 
[4] и тогда






























−′= ∫−
t

t

dtAutc
0

)(exp)()( 1 ττρδ , (2.8)

( ) ( )[ ]∫ ∫∫ +











−=

=
t

t

t

t

t

s

ddsdscs

tx

0 0

)(expx)(expP

)(

0 ττρττρ . (2.9)

Постоянная A находится из (2.3). Для проверки 
реализации экстремалью (2.8), (2.9) экстремума фун-
кционала (1.1), или, что то же самое (2.6) достаточно 
рассмотреть разность 

I(x + h) – I(x),
где h = h(t) – малое возмущение, обращающееся в нуль 
на концах t0 и t1 и воспользоваться тем, что 0))(( ≤′′ tcu .
Справедливость последнего неравенства следует из 
свойств функции полезности, описывающей постоянное 
отвращение к риску по Эрроу–Пратту (1.2) [1].

Из (2.2), (2.3) и (2.8), (2.9) следует, что процент 
по наличным деньгам ρ = ρ(t) и зарплаты с пенсиями 
P = P(t) должны быть известными на всем отрезке [t, t1]. 
Экономически это означает, что домашнее хозяйство в 
момент времени t < t1 не может решить задачу оптими-
зации потребления не имея прогноза для ρ(t) и P(t) на 
(t0, t1]. Если же функции неожиданно меняются в неко-
торый момент времени t, то решение искомой задачи 
вообще говоря меняется даже на (t0, t]. Это исследование 
показывает меру преимущества домашних хозяйств за-
ранее знающих о грядущих изменениях ρ(t) и P(t) перед 
всеми остальными хозяйствами.

3. Задача управления в модели Харрода-Домара
В макроэкономической модели Харрода–Домара [2, 

3, 5, 6] с переменным коэффициентом капиталоемкости 

прироста дохода, зависящем от времени мы решаем 
аналогичную задачу оптимального управления макси-
мизируя интегральную дисконтированную полезность 
потребления (1.1) только под c = c(t) мы понимаем со-
вокупное потребление. 

Уравнение модели Харрода-Домара с экзогенной 
динамикой потребления произвольного характера имеет 
вид

Y(t) = c(t) + BY'(t). (3.1)
Здесь t – по прежнему, время, Y(t) – доход, который 

рассматривается, как сумма потребления c(t) и инвес-
тиций I(t). Основная предпосылка: I(t) = BYꞌ(t), где 
B – коэффициент капиталоемкости прироста дохода. До 
сих пор считалось, что 

B = const > 0. (3.2)
Для случая (3.2) решение дифференциального урав-

нения (3.1) известно и дается формулой 
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Здесь предполагается выполненным начальные 
условия

Y(t0) = Y0 > 0, Y(t1) = Y1 ≥ 0. (3.4)
В настоящей работе предполагается, что B является 

функцией времени, т. е.

B = B(t). (3.5)
При условиях (3.4) и (3.5) решение уравнения (3.1) 

будет даваться формулой 
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Очевидно, (3.6) является обобщением (3.3).
Выражая потребление из уравнения (3.1) подстав-

ляем его в (1.1):
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Нам достаточно рассмотреть разность J(Y + h) – J(Y), 
где h = h(t) – малое возмущение и показать не положи-
тельность этой разности.

На основании (3.7) можно записать
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Используя формулу Тейлора с остаточным членом в 

форме Пеано, имеем
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где
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Подставляя (3.9) и (3.10) в (3.8), получим
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Пользуясь интегрированием по частям, мы можем 
записать
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Первое слагаемое правой части последнего равенства 
обращается в нуль, поскольку

h(t0) = h(t1) = 0 (3.12)
С учетом (3.12) предпоследнее равенство упростится 

и будет иметь вид
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Подставляя последнее в (3.11) будем иметь
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Используя основную лемму вариационного исчис-
ления, будем иметь уравнение Эйлера:

0])())(([))(( =′+′ −− tt etBtcu
dt
detcu δδ . (3.14)

Для проверки реализации экстремалью определя-
емой уравнением (3.14) и условиями (3.4) экстремума 
функционала (1.1), или, что то же самое (3.7) достаточно 
рассмотреть разность 

J(Y + h) – J(Y),
где h = h(t) – малое возмущение, обращающееся в нуль 
на концах t0 и t1 и воспользоваться тем, что 0))(( ≤′′ tcu .
Справедливость последнего неравенства следует из 

свойств функции полезности, описывающей постоянное 
отвращение к риску по Эрроу–Пратту (1.2) [1].

4. Задача управления в модели Солоу
В макроэкономической модели Солоу [4] мы также 

решаем аналогичную задачу оптимального управления 
максимизируя интегральную дисконтированную полез-
ность потребления (1.1) только под c = c(t) мы понимаем 
среднедушевое потребление. 

Модель макроэкономической динамики Солоу весь-
ма популярна и уже стала классической в математичес-
кой экономике [4]. Уравнение модели макроэкономичес-
кой динамики Солоу с переменными коэффициентами 
имеет вид

0)( ),()1( 00 >=−+−= ktkkfak
dt
dk ρλ , k(t0) = k0 > 0 (4.1)

Здесь t – по прежнему, время, которое считается 
непрерывным и измеряется в годах, а t0 – его начальный 
момент; k = k(t) – фондовооруженность; λ = μ + ν, где 
μ  (0, 1) – доля выбывших за год основных производс-
твенных фондов, а ν  (–1, 1) – годовой темп прироста 
числа занятых; a  (0, 1) – коэффициент прямых затрат 
(доля промежуточного продукта в валовом обществен-
ном продукте); ρ  (0, 1) – норма накопления (доля 
валовых инвестиций в валовом внутреннем продукте; 
x = f(k) – народнохозяйственная производительность 
труда. Поскольку, для среднедушевого потребления 
имеется выражение 

c = c(t) = (1 – ρ)(1 – a)x = (1 – ρ)(1 – a)f(k), (4.2)

то из (4.2) получаем 
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Подставляя (4.3) в (4.1), будем иметь

ρ
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1
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dt
dk . (4.4)

Выражая из (4) среднедушевое потребление, полу-
чим 

.0,1)( ≠
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ρ
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dt
dktcс (4.5)

Задача оптимального управления ставится, как мак-
симизация интегральной дисконтированной полезности 
среднедушевого потребления:

( )( ) ( ) tttcu
t

t

dexp
1

0

δ−∫ , (4.6)

где u – функция полезности, а δ – коэффициент дискон-
тирования будущей полезности [1].

Мы опять применяем вариационный метод решения 
задачи. Обозначив (4.6) за J(k), получаем функционал, 
как объект максимизации

1
Новый штамп



42№4, 2016
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Пользуясь, теперь, выражением (4.5) из (4.7) полу-
чим:
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Нам опять достаточно рассмотреть разность  
J(k + h) – J(k), где h = h(t) – малое возмущение и показать 
неположительность этой разности. 

На основании (4.8), пользуясь линейностью интег-
рала, можно записать
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Используя формулу Тейлора с остаточным членом в 
форме Пеано, имеем
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Подставляя (4.10) и (4.11) в (4.9), получим
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Пользуясь интегрированием по частям, мы можем 
записать
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Первое слагаемое правой части последнего равенства 
обращается в нуль, если мы ставим задачу с закреплен-
ными концами

h(t0) = h(t1) = 0 (4.13)

С учетом (4.13) предпоследнее равенство упрощается 
и будет иметь вид

.]e1))(([

e1))((

1

0

1

0

∫

∫

−

−

−′−=

=′−′

t

t

t

t

t

t

dttcu
dt
dh

dthtcu

δ

δ

ρ
ρ

ρ
ρ

(4.12´́ )

Подставляя (4.12´´) в (4.12) будем иметь
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Используя основную лемму вариационного исчис-
ления, будем иметь уравнение Эйлера:
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Для проверки реализации экстремалью определя-
емой уравнением (4.15) и предыдущими условиями 
экстремума функционала (1.1), или, что то же самое 
(4.7) достаточно рассмотреть разность 

J(k + h) – J(k),

где h = h(t) – малое возмущение, обращающееся в нуль 
на концах t0 и t1 и воспользоваться тем, что 0))(( ≤′′ tcu .
Справедливость последнего неравенства следует из 
свойств функции полезности, описывающей постоянное 
отвращение к риску по Эрроу–Пратту (1.2) [1]. 

5. Заключение
Мы рассмотрели различные модели экономичес-

кой динамики [1–6], общей особенностью которых 
является оптимизационная постановка. В них нужно 
максимизировать интегральную дисконтированную 
полезность потребления. Все эти три модели это за-
дачи оптимального управления и в роли управления 
выступает потребление. В первом случае это потреб-
ление домашнего хозяйства, во втором – совокупное 
потребление, а в третьем среднедушевое потребление. 
В работе разбирается вариационный подход ко всем 
трем задачам и демонстрируются преимущества этого 
подхода. 
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